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MUKEMMEL SAYILAR

Halil I. Karakas
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii, 07058-ANTALYA

Kiigiik yaslardan beri agina oldugumuz en basit matematiksel kavramlardan biri sayma
sayilart ya da pozitif tamsayilardir. Bu sayilarn ¢ok basit bir kuralla, 1 ’in ardarda toplan-
masiyla iiretildikleri diigiinilebilir. Bununla beraber, bu sayilardan her birinin, o sayiya
ozel bir konum saglayan ilging ozellikleri vardir. Binyillarca éncesinin matematikgileri bu.
tir ozellikleri kegfetmek icin ugrag vermislerdir ki, onlarmn aritmetik olarak adlandirilan
caligmalar: bugiiniin sayilar teorisinin temelini olusturmaktadir.

Aritmetik problemlerinin pek gogunun ifadesi sagskinlik yaratacak derecede basit, fakat
¢oziimleri ifadedeki basitlikle ters orantili olarak zordur. Bu problemlere 6rnek olan “Fermat”
‘1n son teoremi ve “Goldbach Sanis1” (conjecture) neredeyse sokakta rastladigimiz her insanin

anlayabilecegi ifadelere sahiptir.

Heniiz ¢oziilememis pek gok probleme konu olan ve bin yillardir ilgi ceken say: tiirlerinden
biri de bu yazimiza konu teskil eden miikemmel sayilardir.

Kendisinden kiigiik tim pozitif bolenlennm toplamina esit olan bir (pozitif) tamsaylya
miikemmel say1 denir. Oklid ’in “Elementler” ’inde (VII, VIII ve IX. kitaplar) yer ve-
rilen miikemmel sayilarla dogulu matematikgilerden Ibn-el Heitham ve iinli L. Euler
gibi pek ¢ok matematikgi ilgilenmistir. Oklid ’in kitabinda ¢ift miikemmel sayilar igin" (o
zaman her mitkemmel sayinn ¢ift oldugu diisiiniiliiyordu...) bir algoritma verilmistir. Ibn-el
Heitham’in da iizerinde ¢aligtigi ve Euler ta,raflndan ispatlanan bu algontma, yazimiz icinde

aciklanacaktir.

Miikemmel sayilarla ilgilenmis olan eski matematikgilerden biri de Gerassa I Nikomakus
. (Nicomachus) ’tur. Nikomakus, Introductio Arithmetica adl kitabinda iic tiir sayidan
bahseder: Eksik (deficient) sayilar, miikemmel (perfect) sayilar ve artik (abundant) sayilar.
Bir saymnin kendisinden kiigiik tiim pozitif bolenlerinin toplam: o sayidan kiiciik ise, o sayiya
bir eksik say1; eger bu toplam o sayidan biiyiik ise, s6zii edilen sayiya bir artik say1 denir.
Bagka bir deyimle, artik sayilar, pek ¢ok pozitif bélene sahip olan; eksik sayilar ise, pozitif
bélen yoniinden fakir olan sayilardir. Miikemmel sayilar, bu iki cesit say: arasinda bir tir
denge ifade etmektedir. 2 ’nin her pozitif kuvveti (ornegm 2, 4...) bir eksik say1, 6 bir
miikemmel say1 ve 12 bir artik sayidir.

Miikemmel sayilar hakkinda eski gaglardan beri siiregelen ilgi nereden kaynaklanmak- '
tadir? Bu ilgi, miikemmel sayilarla ilgili bilgilerin saglayabilecegi pratik faydalar veya baska
problemlerin ¢dziimiine saglayacag: katkilardan ¢ok kendi icindeki harmoni ve giizellikten -
kaynaklansa gerektir.

- Nikomakus, “Introductio Arithmetica” adh kitabinda asagidaki iddialarda bulunmustur:
1. Her ¢ > 0 icin 10° ile 10°t1 arasinda bir ve yalniz bir mikemmel say1 vardir.

2. Her miikemmel say: cifttir.
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3. Her miilkemmel say1 (d6niigiimlii olarak) ya 6 veya 8 ile biter.
4. Her miikemmel say1, uygun bir ¢ > 1 igin 2¢(2**! — 1) bicimindedir.
5. Sonsuz goklukta miilkemmel say1 vardir. »

Nikomakus’un bu beg iddiadan higbirini tam olarak kanitlamadigr anlagilmaktadir. Bu id-
dialardan (1) ve (3) ’iin yanhs oldugu bilinmektedir. Zira, 10000 ile 10000000 arasinda hicbir
miikemmel say1 bulunmamakta ve besinci mikemmel say ile altinc miikemmel saymin son
basamaklarinda 6 bulunmaktadir. Diger ii¢ iddia ne ispatlanabilmig ne de guritilebilmigtir.
Ancak, daha once belirtildigi gibi, (4) ’te verilen iddianin ¢ift miitkemmel sayilar i¢in dogru
oldugu Euler tarafindan ispatlanmistr. ’

Bundan sonraki tartigmalarimizda kolaylik saglamasi bakimindan, bir n sayisinin tim
pozitif bélenlerinin toplamini o(n) ile gosterecegiz. Bu gdsterimle, n’nin miikemmel olmasi
icin gerek ve yeter kosul; o(n) — n = n, ya da buna denk olarak, o(n) = 2n olmasidir. (Euler,
miikemmel sayiy: boyle tanimlamistir.) -

Bu gekilde tamimlanan o fonksiyonunun garpimsal oldugu; yani, m ve n aralarinda asal
ise, o(mn) = o(m)o(n) oldugu bilinmektedir ([2], sayfa 95).

Simdi, her ¢ift miikemmel sayinin uygun bir £ > 1 igin 2¢(2¢+1 — 1) bigiminde oldugu
Snermesi icin Euler ’in verdigi ispat1 gorelim.

. 2t+1 _1 bicimindeki sayilara Mersenne sayilar: denir. Euler “in ispatinda da gorillecegi
gibi, s tek ve t > 1 olmak iizere 2%.s bi¢iminde bir ¢ift saymin mitkemmel olmast icin gerek ve
yeter kosul, s = 2¢+1~1 ve s nin asal (Mersenne asali) olmasidir. Dolayisiyla, cift miikkemmel
sayilarin varhgi, Mersenne asallarinin varlifia denktir. Mersenne asallarinin sonlu mu yoksa
sonstz ¢oklukta m1 oldugu bilinmemektedir.

2ts, t > 1, sayisinin miikemmel oldugunu kabul edelim. Bu ta,kdifde,
o(2ts) =2s = o(2h)a(s) = 2'FTs
= (2 —1)o(s) = 2"s

; o .- S N '
- = (21— 1), syi boler ve o(s) =‘2t+1m - o (*)

“dir. s =c+ (21— 1), ¢ > 1 olsun. O zaman, () 'dan,
-2 = g(s) = o(e- (2 — 1)) > c- o (2t — 1)
ve buradan
| PHL > g(2t+1 — 1) (+%)

Qlduéu goriiliir. Egér 2t+1 _ 1 asal degil ise, ' o
o ‘ o(201 — 1) > 2t+
olacagindan, (**) ' ancak 2+1 — 1 ’in asal olmasi durumunda ve esitlik olarak saﬁlanma$1
gerektigi gorilliir. Diger taraftan, ¢ = 1 olmak zorundadir; ¢iinkii ¢ > 1 olmast durumunda

o(s)=c(c-2t1) = 1+c+ (»2“"'1 —1)+ec- (2" -1)

ottl .9t 5 ¢ 2t
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_olur ki, bu, (x) ile geligir. Sonug olarak, 2¢- s miikemmel ise, s asal ve s = 2!*! — 1 ’dir.
Karsit olarak, 2t+1 — 1 asal ise,
o(2'2 = 1)) = o(@)o(2M -1)
= (21 -1)- 24 = 2(2'(2" - 1))
olur ve 2{(2**! — 1) ’in miikemmel oldugu goriiliir.

Cift miikemmel sayilar icin kamtlanan bu algoritma, ¢ift mikemmel sayilarin miktar
hakkinda fazla bir gey ifade etmemektedir. Daha nce de belirtildigi gibi, bu dogrultuda
bilinenler, Mersenne asallar1 hakkinda bilinenler kadardir. 2¢*! — 1 ’in asal olmasi igin (¢ -+
1) ’in asal olmas: gerektigi (fakat yetmedigi) bilinmektedir. 27 — 1 ’in asal oldugu p asal
sayilarindan bazilar sunlardir:

2,3,5,7,13,17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217,
4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701, 23209, 44497, ..., 216091, ...
. Yukandaki listeden de goriilebilecegi iizere, ¢ift miikemmel sayilar hizla biiylimektedir.
Ornegin, listede goriilen son Mersenne asalina kargihk gelen

2216090(2216091 . l) )

miitkemmel sayisimn ondahk ifadesi neredeyse dergimizin bir sayisinin tiim sayfalarini doldu-
racak biyiikliiktedir. :

Tek miikkemmel sayilara gelince... Boyle bir sayinn var olup olmadigt heniiz bilinmemek-
tedir. Eger boyle bir say1 varsa, bu saymin 10%* *den biiyiik olmas: gerektigi ve farklh asal
garpanlarinin sayisinn 8 ’den az olamayacag ispatlanmigtir.

Tek miikemmel sayilarin mevcut oldugunu farzedelim ve

PR o £ S e 5/ ) ot £
n__pl p2 ....pr"

bir tek miikemmel sayinin asal ayrigimi olsun. Burada her bir asal ¢arpanin tek (gift degil)
oldugu ve ' ,
o(n) = o(pi*)o(ps?) - - o (pf7) = 2n = 2p7"p3* - p7"

olaéa,éx aciktir. Her p asal sayis1 ve a > 1 igin
o(*) =1+p+..+p*7" +p

~ sayist « tek olunca cift ve a ¢ift olunca tek oldugundan, » ’nin asal ¢arpanlara ayrilisinda
o1, @3, ..., @, iislerinden bir tanesi tek ve geri kalanlarin hepsi ¢ift olmalldxr. Ge;ekisirse sira-
lamay1 degistirerek oy ’in tek oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda, o(p$t) ¢ift, freri> 2 -
icin o(p") tek olur; py =4k +1, k > 1 ve oy = 48 + 1, # > 0 olacag da gdsterilebilir.
Gergekten, bir tek say1 olan o ya 4841 veya 48 — 1, 8 > 0 bigimindedir. Eger a; = 46 —1
olsaydi, ‘

o®) = 1+pi+pi+..+pi!
= 4P AT (i T
A +p)(L+p}+pt+ .+ 0177
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ifadesinde carpanlarn ikisi de ¢ift olacagindan (ikinci ¢arpanda tam 20 tane tek toplasss
olduguna dikkat ediniz), o(n) ’nin 4 ’iin kati olmasi gerekirdi ki, bu, o(n) = 2n olmas: se
celisirdi. Boylece, a3 = 48+ 1; B > 0, oldugunu gormiis oluyoruz. Diger yandan,
o) = 14+p+pi+ .+

= (L+p)(1+pi+pi+- -+ %)
ifadesinde, eger py =4k -1, k> 1 olksaydl, son ifadeden anlagilacag: iizere 1+ py = 4& we
dolaysiyla, o(n) *nin 4 ’iin bir kat1 olmast gerekirdi ki, bu; o(n) = 27 ile geligirdi. Demek i,

py =4k + 1, k > 0, biciminde olmahdir. Bir kez daha ifade edersek, eger bir tek mikesmnst
say1 varsa, bu say1, 4k + 1, k > 0, bir asal say1, A bir tek say1 ve @ > 0 olmak iizere,

(4k-§— 1)4oz+1 . AZ
biciminde olmalidir. Fakat unutmayalim ki, heniiz b&yle bir miikkemmel sayinin var olup
olmadig: bilinmemektedir.
Yazimizi iizerinde caligabileceginiz 3 ahistirma ile bitirelim:

1. Her ngt mukemmel saymin son basamaginda ya 6 ya da 8 bulundugunu k&n!da}t;m
(Bunun icin, 2 ’nin pozitif kuvvetlerinin son basamaginda, doniigiimlii olarak, 2, 4, 8, 6, 1.

4, 8, 6, ... bulundugunu kullanabilirsiniz.)

- 2. Bir miikemmel saymin tim pozitif bolenlerinin (carpimsal) terslerinin toplamimin &
oldugunu gdsteriniz. Ornegin, 6 milkemmel sayisiun pozitif bélenleri 1, 2, 3, 6; bunlaris
terslerinin toplami,

1 1 1
1+=+=4==
+ 3 + 3 + 5 2
"dir.
. Sadece ii¢ veya daha az asal carpam bulunan bir tek sayn miikemmel olamayar ajﬁmg
gostenmz

"KAYNAKLAR

. 1. Guy, R.K.; Unsolved Problems in Number Theory; SpringerGVerlag, New York, 1981
2. Kaya, A.; Sayilar Kuramina Giris; Ege Universitesi Fen Fakiiltesi Yayinlar, Izmir, 198%
3. Ribenboim, P.; The Little Book of Big Primes, Springer-Verlag, New York, 1991,

4. The Inter-Irem Commission; History of Mathematics Histories of Problems, Ellipses,
Paris, 1997. '

. Wagon, S Perfect Numbers, The Mathematical Intelhgencer 7,2,1985, 66-68.

o




