PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyari:
ziimlerini degil, yalnizca yarisma problemlerinin
goziimlerini yollaymiz. (oziimleri gnderirken
litfen su noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢6ztimiini ayn bir kagida okunakh
ve anlagilir bir bigimde yaziniz.

— Kagidin sag lst kogesine adimizi, soyadimz,

adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve sinifiniza

yaziniz.

— Coziimleri, Akdeniz ﬁniversitesi Matematik
Bolumi, 07058-ANTALYA adresine 31 Temmuz
2000 tarlhme kadar gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.211. Her biri 1 veya —1 ’e esit olan ay, as, .. .,
an saylari igin ayas + dsaz+ ...+ ap_10, + anay
esitliginin saglandig: bilinmektedir. n sayisinin 4
’e bolindigini kanmitlayimz.

A.212. 1, 2, 3, , 80, 81 sayilarimin tlimii,

_birim karelere ayrilmig 9 x 9 karesinin hanelerine
rasgele yerlestiriliyor. Sayilar nasil yerlestirilirse
yerlestirilsin, ortak bir kenar bulunan ve iglerine
yerlestirilmis sayilarin farki en az 6 olan en az iki
hanenin bulundugunu ispatlaymiz.

A.213. <« + 1/z bir tamsay ise, her n € N
igin 2" + 1/2™ sayisimn da bir tamsay1 oldugunu
kanmtlayimgz.

A.214. =z sayisimn tam ksmum [[z]] ile
gosterelim. z + 2 = [z] + [9% denkleminin tam
olmayan kokunun kesir kismini bulunuz

A.215. Diizlemde aymi dogru uzermde bulun—
mayan A, B, C noktalariile bir k € R+ sayisl ver-
iliyor. IPA[2+|,F'le-}-lPC'|2 k gartinz saglayan
P noktalarimin geometrik yerini bulunuz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y.211. Dogal sayilar kiimesinin a,gagxaaki
kogullan1 saglayan 2001 altkiimeye parcalanip
par¢alanamayacagim belirleyiniz:

(i) Altkiimeler 1k1§er ikiger ayrik ve hig biri b0§
degildir.

(i) Altkiimelerin birlesimi tiim dogal sayilar
kiimesidir.

Dergimize alistirma problemlerinin Go- -
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(iii) Bu altkumelerden herhangi 2000 tanesi
secilir ve bu 2000 kiimeden birer. tane ele-
man secilip bu elemanlarin 2000-inci kuvvet-
leri alinarak elde edilen 2000 say1 ¢arpilirsa, bu
garpim, segilmeyen kimenin elemanlandir. (Alp
Simgek; Izmir Fen Lisesi) 5

Y.212. a, b, ¢, d pozitif reel sayilar ve bc > ad
ise,

V{a+e)?+ (b+d)? < Va2 + b2 +/c2 + d2

<b++/(a+c)>+d?

(M. Bumin Yenmez; Izmir

oldugunu gosteriniz.
Ozel Yamanlar Lisesi)

Y.213. P, ABC iggeni iginde ahnan bir nokta
A

A A
olmak iizere; PAB, PBC, PCA iiggenlerinin
gevrel gember yaricaplar, sirasiyla, Ry, Ry, Rs
olsun. Buna gore,

1 i 1 1 1 + 1 n 1
|PA]  |PB]|

> PR
TPOCE TR TR

esitsizliginin saglandiim gosteriniz. = (Ahmet

Cetintas; Ankara Samanyolu Lisesi)

Y.214. Merkezi bir A; noktasinda ve yarigap: 1
olan dairenin iginde, A; ’den farkli, rasgele, Aj,
As, ..., A1go noktalarn alimmstir. 1 < k£ < 100
olan her k tamsayisi igin Ax 'dan A, ..., Ag_1,
Agy1, ..., Ajoo noktalarma olan uzaklhiklardan en

kiigiigii ay, ile gosteriliyor. Bu durumda

af+a§+...+af00<9

oldugunu kanmtlayimz.

Y.215. Aqlar arasinda, (A;’ =3 ﬁ—_— 9 ,/4\1 bagintist
bulunan bir ABC {iiggeninde a, b, ¢ kenar uzun-
luklarim géstermek iizere, be + ca + ab ifadesinin
bu iiggene ait gevrel gemberin R ile gosterilen. -
yargap: cinsinden degerini bulunuz.

COZUMLER

A201. 2® -z 4+ 1 = 0 denkleminin her bir
kokiiniin tersi, 2% + z + 1 = 0 denkleminin bir
kékiidiir; kanmtlaymiz.

Coziim. ¢ sayis1 22 — z 4+ 1 =0 denkleminin bir
koki olsun: a®—a+1 = 0. 2°+z+1 polinomunun
z = % ’daki degerini, hesaplayalim: ’

F+i+1=2L1+at+d%.
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=L@ -a®+a®+d®~ a+l+a—a®+a?)

= L[a?(@®—a+1)+(a®—a+1)+a(a® —a+1)]

= 515—(33 —a+1){a®+a+1)=0.
Dolayisiyla, = + L +1 = 0 gikar.

A. 202. Toplamlar ve ¢arpimlan tam kareler -

olan dogal say1 ikilileri bulmak icin bir yéntem
gosteriniz.

Coziim. Herhangi a ve & dogal sayilarini alalim.
a? +b% = k diyelim. 2 = a?k ve y = b2k
sayilarimi tanimlayalum.

z+y = k(a® +b%) = k% ve

z.y = a?b?k? = (abk)?
formiilleri, problemde istenilen ozellige sahip son-
suz coklukta (z,y) dofal sayr ikileri bulmaya
imkan saglar.

A. 203. Kenar uzunluklan a,b,¢,d olan bir
dértgenin alammnin 9—9# ’den fazla olamayacagin
gosteriniz.

Coziim.

C’ L
ABCD kenar uzunluklar a, b, c, 'd olan dortgen

olsun ABD ucgenine kongruent olan AlBD
liggenini kuralim (gekile bakimz):

|A1B| = |AD|=b, |A1D|=|AB|=a.
ABCDve A1 BCD dortgenlermm alanlar egittir.
Ote yandan,

: A : A
Alan(A; BCD) = Alan(A1BC) + Alan(AlCD)
1, ., A 1 A
< -i.b.d.sxn(AlBC) + 50 sin(A; DC)
1
_ -2- .b. d+ 5 a.c.

Problemler ve Coziimleri

A. 204. Sifirdan bagka tim rakamlarin bu-
lundugu ve 5 ile biten bir 9 basamakh say
tambkare olamaz; kamtlayiniz.

Coziim. Problemde s6z konusu olan sayiya n
diyelim ve n = k? saglanacak bigimde bir &
sayisimn var oldugunu farzedelim. n saysi 5 ile
bittiginden, k£ da 5 ile bitmelidir: £ = 10a + 5,
(a € N). Buradan, n = k% = 100a(a + 1) + 25
ve dolayisiyla, n sayisinin son iki basamagi 25 ol-
malidir. a(a + 1) sayisinin son rakami 0, 2 ve
6 sayilarindan biri olabilir. Fakat n sayisinda 0
(sifir) hig olmadigindan ve 2 rakami artik kul-
lanildigindan a(e + 1) sayisiun son rakami 6
olmalhdir. Dolayisiyla, n sayisimin sondan ¢
basamag 625 olmahidir: n = 1000¢+625, (¢ € N).
Demek ki, n, 125 = 53 ile boliiniir. Ancak n bir
tam kare oldugundan, bu say1, 54 ile bolinmelidir.
Bu ise yalmiz ve yalniz ¢ sayis1 5 ile bolinebildigi
zaman mumbkindur. ¢ 'nin 5 ile bolunebilmesi
igin onun son rakami ya sifir (ki buna izin ver-
ilmiyor), ya da 5 olmahdir. Fakat 5 rakami bir kez
kullanildigindan bu mumkiin degildir. Boylece,
problemdeki ozelliklere sahip bir say1 tam kare
olamaz.

A. 205. AEC ucgeninin AH yuksekligi, BD ke-
narortayr ve CN ig¢ aciortayr ayni bir noktadan
geciyorsa, a, b, ¢ (kenar uzunluklan) arasinda -
hangi bagint1 vardlr‘?

Coziim. S8z konusu dogru pargalar1 P ’den:
gecsin. Ceva Teoremi geregnce,

AN BH CD—1@§£1—1
NB HC DA~ a HC'1 ~
olur. -I‘—'};g & dir. ‘;}%: ';I‘:,BH‘*ak HC’*

bk olsun.
BH+HC=BC &ak+bk=a.
Buradan k = ;%5 bulunur. Dik iicgenlerden, -
CAH? = ¢? — a%k? = 0% — b2
= c? —b? = k%(a® - b%)
= =0 = (e —b)(a+b)
b= az‘(a—b)‘(al?y ‘
5 (&~ ) (a+b) = *(a—b)

- bulunur.
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A

B C

Y.201. ag,ay,...,an-3 reeel sayilar olmak iizere,

agz” + a1z 1+ . F a3z 2?2 4+1=0

denkleminin koklerinden en az birinin reel ola-
mayacagini; yani, karmagik olacagim kamtlayimiz.

"G6ziim. Denklemin koklerine oy, oa, ..., oy, diye-
lim. Her j = 1,...,n i¢in a; # 0 olacag agktir.
Vieta Teoremine gore,

(—-1)”&1012...0(” = :zlc—.’
(D) teresan(3iog 3;)
()" 2aras...0n(Pis; a‘,laj)
Buradan,
1 1
E;:l Z =-1 ve Zi>j ooy T
Sonunculan kullanarak sunlari

=1L
=4

oldugu goriiltr.
yazabiliriz:

1‘(2:-10¢J

no 1
'1' + 2.
Buradan ise Z =1 —g = —1 elde edilir ki, bu da

«; ’lerin hepsinin reel olamayacagim gostenyor

+2. 50w

(Cozenler: Osman N. Osmanl (Ankara), Mete-
han Aydin (Ankara), Yunus Esengayr (Ankara),
Ali N. Duman (Ankara)).
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Y.202. 2

layimaz.

< sin20° < g—é— egitsizligini ispat-

Coézim.

N

Merkezi O noktasinda olan birim daireyi 18 t&ﬁk
esit (kongruent) dilime bolelim. Sekilde AOB%

20" ve AOB dlhmmm alam {% ’dir. Ote yandan,

AOB icgeninin alanl

1|OA||OB|.sin 20° = 3.sin 20° ’dir.
ﬂggenin alani dilimin alanmindan
kiigiik oldugundan, 1 3 .8in20° < {5 = sin20° <
I<l=sin20°< 2.
1/2 frm-mmmmmmmm e m s g sin &
SInT/9 | :
I H
) i
1/3 |--=mmmmmm e - A '
1 {
1 1
H i
H i
1 i
I i
H i
1 '
t i
t i
t t
t H
H 1
] i
o) /9 /6
$imdi, (0, %) arahginda y = sinz fonksiyonunun -

grafigi yukarlya dogru konveks oldugundan, bu’

arahkta y = sinz ’in grafigi y = §:z:

dogrusunun grafiginden yukarida bulunacaktur. -

(Sekile bakiniz.) Boylece, her z € (0, %)
sinz > %:c ve ozel halde, = = § igin

igin

i o —ginE>3r—1 i o 120
sin 20 _s1n9>1r‘9_3:>s1n20 >35= &

olur.

Coziim 2. Her § € R igin sin30? = —4 sin® 0 +
3sinf oldugu bilindiginden, § = 20° almarak,
sin 20° ’nin

f(:c) =42% - 3z + g

v, polinomunun bir koku oldugu gorilir. Aradeger
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Teoremi kullamlarak, f(z) ’in (-2,0), (&, &

ve (3,1) araliklarinda birer koku bulundugunu :
gérmek zor degildir. 0 < sin20° < sin 30" = 5‘
oldugundan,

21
= 920° < ==
60<sm 0 <60



32

tar.

(Gozenler: Osman N. Osmanli (Ankara), Yunus
Esengay: (Ankara), Metehan Aydwn (Ankara), Ali
N. Duman (Ankara), Necati Girgin (Denizli)).

Y.203. Bir k € N sayismm su ozelligi
vardir: k ’ya boliinen herhangi bir sayinin rakam-
lart ters sirada dizilerek elde edilen say1 da &
*va bolinmektedir. % ’nin 99 ’u boldugind
kanmitlayimz.

Coziim. Soz konusu ozellige sahip k says: igin
(k,10) = 1 olmalidir. Ciinkii 1 ile baglayan ve &
*ya boliinen (ki bdyle sayilar sonsuz gokluktadir)
bir sayinin ters yazilhimindan elde edilen (yani, son
rakami 1 olan) say1 da k ile boliinmelidir.

Simdi, 500 ile baglayan ve k ’ya boliinen bir sayl
alahm. (Boyle sayilar da sonsuz gokluktadir.
Clinkii 5000zy...z seklinde ¢ok bityik bir saymin
k ’ya bolimiinden kalani bu sayidan cikanrsak,
elde edilen say: 500 ile baglayacak ve k ’ya
béliinecektir.)

Boylece, 500ab...c sayisinin ve onun rakam-
larmin ters sirada dizilisinden elde edilen ¢...ba005
saymmn k ile bolindigini varsayalim. O halde,
bu sayilar kullanilarak elde edilen

¢...6a0050000...00 4+ 500ab....c = c...ba01000ab....c

say1s1 ve onun “ters yazilimm olan c...ba00010ab...c
sayist da k ’ya boliinecektir. Oyleyse, agagidaki
fark da k ’ya boliinecektir:

¢...ba01000ab...c — c...ba00010ab...c = 99000...0 .

Boylece, 99000...9 sayist, k ile bélinmelidir. Fakat
(7,10) = 1 oldugundan, k{99 olmahdur.

(Gozenler: Ali N. Duman (Ankara), Osman

N. Osmanl (Ankara), Metehan Aydin (Ankara),

Yunus Esengayr (Ankara)).

Y.204. V2, 2 ve %5 sayilart verilmigtir.
Bu sayilardan herhangi ikisinin yerine, onlarn
toplamimnin v/2 ’ye boliimiini ve farkinin /2 ’ye
boliimiinii koymaya izin veriliyor. Bu iglemler bir
kag defa yapilarak, 1, V2, 1+ /2 digliisiinii elde
etmek miimkiin midir?

Coziim. Bu iglemler sonucunda sayilarin kareleri
toplami degigmiyor. = Gergekten, verilen sayilar
iicliistine a, b, ¢ denirse, islem sonucu elde edilen

Problemler ve Coziimleri
say1 tclisi 1\/‘-‘3.29, %, ¢ olacaktir ve sonuncularin

kareleri toplami

a+b.o
(\/—) (\f

olacaktir. Simdi, verilen sayilarin kareleri toplami

C(VIE+2

P4+l =d+bP+

1., 1
+ (=)= =
“dir ve 1, v/2, 1++/2 sayilarinin da kareler toplami
12 4 (V3) + (1+V2)? =6+2v2

oldugundan, sonuncu tigli, V2,2, 12 tiglisinden;
problemde s6zil gegen iglemler sonucu elde edile-
mez.

(Gozenler: Ali N. Duman (Ankara), Osman

- N. Osmanis (Ankam), Metehan Aydin (Ankara),

Yunus Esengay: (Ankara)).

Y.205. Bir P noktasmdan gegen Si, Sa, S3
gemberleri birbirleriyle ayrica A, B, C nokta-
larinda kesigiyorlar. Eger A, B, C noktalar
P ’den gegmeyen bir dogrunun izerinde ise, bu
gemberlerin merkezlerinden gegen gemberin P
noktasindan da gegecegini ispatlayiniz.

CSzitm. Merkezler Oy, Oz, O3 olsun. P
noktasinin 010, 0303, O3, 01 dogrularina gore

- simetrigi olan noktalar sirasiyla A, B, C olur.

PA, PB, PC ’nin bu dogrular (dlk olarak)
kestigi noktalar Ay, By, C1 olmak tizere A;B;
dogrusu C; ’den geger. Dolaywsiyla 0141 PCh,
A;03B{ P ve B PC;10; dortgenlerinin her biri,
bir kirigler dortgeni olur. Buradan 0;02PO03 'in
de kirigler dértgeni oldugu sonucuna varihr. ‘

(Gozenler: Necati Girgin (Denizli), Ali N. Du-
man (Ankara), Osman N. Osmanh (Ankam}
Yunus Esencay: (Ankara)).

TESEKKURLER...

Tiirkiye'yi Diinya Matematik Olimpiyadinda tem-

sil edecek 6 Sgrenciden 3'l; genc matematik de-
halari M. Bumin Korkmaz, Alp Simsek ve Ahmet
Cetintas'a, 211., 212. ve 213.yarisma problemlerini
dergimize sunduklari icin sonsuz tesekkiirler eder,
matematik calismalarinda basarilar dileriz.

Matematik Diinyas: Yaym Kurulu



