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ERDOS *UN BIR PROBLEMI

Ogiin Oge » (
Ozel Selim Pars Lisesi, Florya/ISTANBUL

Girig. P. Erdés, k > 8 ise 2F sayisinin 3 'in farkli kuvvetlerinin toplam seklinde yazilamayacagim
iddia_etmistir. Erdds "in bu problemi hala ¢ézilememistir [1]. Bu ¢ahgmada Erdds 'in iddiasmmn
sonsuz sayida k i¢in dogru oldugunu gdsterdik.
TEMEL SONUCLAR:
k > 8 bir tamsay1 olmak iizere 2F 'nin 3 tabanina gére yazihsgn:

2% = @, 3" + 13" L+ ap 93" 2+ ... + aj3j +aj-135"1 detay+ap ()

olsun. .Eéer bu yaziligta bir 7 (0 < ¢ < n) icin a; = 2 ise, 2* say1s 3 ’un farkh kuvvetlerinin toplam
seklinde yazilamaz. O halde Erdos *iin iddiasi suna denktir:

k > 8 olmak fizere,
2k = an3" + aﬂ_13n_l }- an_23”_2 A 013 + ag-

ise, a; sayilarindan en az biri 2 ’dir.

Oncelikle (1) yazihginda ag # 0 ’dir. Ciinkit ag = 0 igin, 2¥ = 3(a,3" ! + ... + a1) olup buradan
3|12% elde edilir ki bu miimkiin degildir. Simdi (1) yazilisinda bir katsayr (varsayalm ki a; 7 > 1
katsayisi) 2 olsun. (1) *deki esitligi mod 3 icin yazarsak, v

28 =037 +0; 139 4+ a3+ a0 =23 +a;1 3+ .+ 613+ ap (mod 3j+1)
elde-edilir.

Simdi ¢ = 2.3 +a;-137 + ... + a13 + ao dersek, 2¥ = ¢ (mod 37*1) bulunur. Fakat agp > 1 ’den
t > 2.37 +1 elde edilir. O halde sunu elde ederiz: '

Sonug 1: 2F (k> 8) sayismin 3 tabanindaki (1) yamhginda 37 ’nin katsayis1 2 ise,
2% =t(mod 371), t>28 +1
"dir.
Simdi k& > 8 olmak ﬁzeré birj (j > 1) tamsayisi icin _
28 =1t (mod 37+1) R (2)
olup burada ¢ > 2.3/ + L olsun. (¢ < 3'*1 oldugunu kabul edebiliriz.) Kongriians tanimmdan
26 = m.3 1 4t : , (3)

elde edilir. Burada m > 0 ’dir. Ciinkii m < 0 olsa, 28 < —37+% 1 37+1 _ 1 < —1 olur ki bu miimkiin
degildir. m = 0 da olamaz, ¢iinkii bu durumda 2% = t < 31 < 2* celiskisi elde edilir. m > 0
sayisimmin 3 tabanina gore yaziligi

m=0.3" 4+ b3 . 40340y (0D <2)
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olsun. Bunu (3) ’te kullanarak,
2% = b, 37 b (39T £ pp3 T 4t (4)
elde edilir. ¢ sayisinin 3 tabanindaki yazilisi
t:cs35+...+013;%~co 0<e<2) )

olsun. Burada ¢, = 2 ve j = s oldugunu gosterelim. j < s olamaz, ¢unkii ¢ > 1 olduéﬁndan
t > 1.39F! bulunur ki bu ¢t < 37*! ile celisir. s < j ise,

3 —1

£<2371 42372 4 4234+2=2(143+...+3" N=25—,

t <37 —1 bulunur ki but > 2.37 + 1 ile celisir. s = j olsun. Bu durumda ¢, = 2 olmahdir. Aksi
takdirde, ¢s = 1 ise,
; . , ) . 1
<Y 4237 4230721 4234+2=3 £2(14+3+...+3 ) =3 +2 3—-———; ,

£ <2.37 — 1 bulunur ki bu da t > 2.37 + 1 ile celigir. O halde (5) ’teki yazhg
t=2.3 +¢; 13 T+ ... +c18+co
olup bunu (4) ’te kullanarak
28 =03 4 b3 2.3 4+ eB 4

bulunur ki bu bize 3 tabanina gore yaziliginda en az bir basamagm (sondan (j + 1‘). basamagin) 2
oldugunu gosterir. Diger yandan, 2¥ = 2 (mod 3) ise, bu bize 2* = a,3" + ... + 213 + 2 oldugunu
gosterir ki burada da birler basamag: 2 ’dir. O halde su teoremi elde ederiz:

Teorem 1. k > 8 bir tamsay: olmak iizere 2° *nin 3 tabanina gore yaziliginda en az bir basamagn 2
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

=ti(mod 3) ;=2
2% = to(mod 3?) t3>23+1
2F = t3(mod 3%) t3>2.32+1

2 =t;(mod 39) t;>2371 41 : (6)

2F = ty(mod 37) t,> 2371 +1

kongriianslarindan en az birinin saglanmamdlr (Burada : tamsayis1 3911 > 2" > 37 kosulunu

gergekleyen pozitif sayidir.)

Simdi bazi & degerleri igin (6) ’daki kongrﬁénéidf _ b&zﬂéﬁmﬁ saglandifin gosterecegiz. Bunun

i¢in asagidaki teoremi kullanacagiz;

Teorem 2. (Euler) (¢,m)=1 (a€Z, me Z, m2 1)olmak iizere a¥(™ = 1(mod m) 'dir.

m = 32 i¢in Euler Teoremini uygularsak, ¢(3?%) = 2.3%~! = 6 oldugundan 2% = 1(mod 32) elde edilir.
Kongriianslarin ozelliklerinden 2% = = 1(mod 3) oldugu da gikar. Simdi 2% (k > 8) sayisim 6 ile
bélelim. k =6n+7,7=0,1,2,3,4,5 oldugunu biliyoruz. Boylece
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=1 (mod3), ti=1#2
2 (mod 3), 1 = 2,
42 = 1 (mod 3), =12
= 2578 = 2 (mod 3), ty =2
digin 22 = 25"t = { (mod 3), t1=1+#2
=5 igin 28 = 2715 =2 (mod 3), ;=2

mtilarini elde ederiz. Yine mod 32 ’yi kullanarak,

j =0 igin 2F = 26» =1(mod 3%) 142341

j=1igin 2% = 26741 = 2 (1mod 3?) 27223+1
J=2igin 2% = 26742 = 4 (1mod 3?) 4223+1
j=3icin 28 = 267+3 =3 (mod 32) 8>23+1
j=4igin 28 = 2" =7 (mod 3?)  7>23+1
j =5 igin 2% = 267+5 = 5 (mod 3?) 5#223+1

elde edilir. O halde Teorem 1 ’den dolay1 su son cu elde ederiz:

Sonug 2. k > 8 bir tamsay1 olmak iizere, k = 6n+ 1, 6n 43, 6n 44, 6n + 5 formunda ise, 2% saym
3 ’iin farkh kuvvetlerinin toplami seklinde yazilamaz.

Bu formda olan pozitif sayilarin saysi sonsuz oldugundan sunu elde ederiz:
Sonug 3. Sonsuz sayida k igin Erdds ’iin iddias: dogrudur.

Simdi m = 3 igin Buler Teoremini uygularsak ¢(3%) = 2.3%2 = 18 olup, 2'® = 1(3%) bulunur. Bunu
kullanarak k = 18n + 4, 7=0,1,2,3,...,17 olmak iizere

j=0i¢in  2¢=1(3), 28=1(3%), 2¢*=1(3%)
j=1lign 2F=2@3), 2¢=2(3?), 2*=2(3%) (%)
j=2i¢in  2*=1(3), 2F=4(3%), 2¢=4(3%)
j=38iin 2¢=2(3), 2*=8(3?), 2°=8(3%). (¥
j=4igin  26=1(3), 22=7(3?), 2°=16(3%) (%)
j=5bicin  2F=2(3), 2¢=5(3?), 2*=5(3%) (%)
j=6icin  2*=1(3), 2*=1(3), 2°=10(3%)
j=Tigin  2=2(3), 28=2(3%), 2¢=20(3%) (%)
j=8i¢cin 2¢=1(3), 2¢=4(3?), 2*=13(3®)
j=9i¢in  2*=2(3), 26=8(3?), 2°=26(3%) (%)
j=104in 2=1(3), 2¢=7(3%), 2¢=25(3%) (%)
j=1ligin 2=2(3), 2*=5(3%), 2°=23(3%) (%)
j=12iin 2*=1(3), 2"=1(3?), 2*=19(3%) (»
i=1iin 2=2(3), 2¢=2(3?), 2*=11(3%) (%)
Cj=ligin 26=1(3), 2¢=4(3?), 2¢=22(3%) (%)
j=15icin 28=2(3), 2¢=8(3%), 22=17(3%) (%)
j=16icin 2*=1(3), 2:=7(32), 2*=7(3%) (%)
J=17iin 2¢#=2(3), 2*=5(32), 262=14(3%) (%)

‘Bu tabloda “(*)” ile gosterilenlerde Teorem 2 ’deki kongriianslardan en az biri saglamir. Bunlarin
sayist 14 tanedir. O halde sunu elde edebiliriz:

Teorem 3. k> 8ve k = 18n +7, (4 #0,2,6,8) icin 2%, 8 *iin farkh kuvvetlerinin toplam seklinde
yazilamaz.
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Simdi N > 8 bir tamsay1 olsun. k = 18n 44, 0 < j < 17 ise, bu formda olan ve 8 < k €
gercekleyen sayilarin sayisim bulalim.

8—3 N—j N
< < — < i
8<18n+j <N ve 1 3 <n< 3 5

olup bu formda olan sayilarin says1 en az —1]% — 1 ’dir. O halde bunu kullanarak agagidaki teoremi
elde ederiz:

Teorem 4. IV > 8 olmak fizere 8 < k < N kosulunu gercekleyen sayilarin en az %—%N — 14 tanesi igin
Erdds Min iddias1 dogrudur.

Euler formiilinii 3° (¢ > 3) icin kullanirsak Teorem 4 ’teki i orammn daha da bilyik olacag
sezilmektedir.

Boylece bu galismada Erdds *in bu iddiastnin & ’nin belirli sonsuz formlarda olmasi halinde dogru
oldugu sonucunu elde ettik. Bu bulgu Erdds ’iin bu iddiasmin dogru oldugu savini kuvvetlendirmek-
tedir.
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BiR BOYAMA PROBLEMINDE “FERMAT S{RPRIZI”
p sayist asal olmak lizere, bir daire p tane esit dilime boliinmiistiir. Verilmis n rengi kullanarak dilimleri
boyuyoruz. (Her dilim, sadece; bir renk kullanilarak boyaniyor!) Dairenin dénmesiyle cakisan durumlari bir

kez saymak kosuluyla, dairenin kag farkli boyanmasini elde etmek miimkiindiir?

l }fe igin rzl’ tane boyama elde

Coziim. Her dilimi n tane rengin herhangi biri ile boyayabilecegimizd: k i
ederiz, ve bunlardan n? — n tanesinde en az iki renk kullaniimigtir. D& er sonucu ¢akisan durumlan
bir kez saymak durumunda oldugumuzdan, en az iki rengin kullanilmis:c #u. farkli boyama sayisi & 3;””
olacaktir. Bu sayiya, sadece bir renk kulanilarak yapilan bcyama sayisini(yanl nsayisini) da eklersek,
nion = =T - n sayist problemde bulunmast istenen sayl olur .

Bu formiilden goriildiigii gibi, p 'nin asal olmasc h iirf iste size Fermat

’nm “Kﬁgﬁk Teoreml” !




