PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyarr: Dergimize alistirma problemlerinin ¢o-
ziimlerini degil, yalnizca yarisma problemlerinin
¢oztimlerini yollaymiz. Coéziimleri gonderirken
liitfen su noktalara dikkat ediniz:

- Her sorunun ¢6zimiini ayri bir kagida okunakh
ve anlagilic bir bigimde yaziniz.

~ Kagidin sag st kosesine adimizi, soyadinizi,
adresinizi, ogrenci iseniz okulunuzu ve sinifinizy
yaziniz.

~ Qégtimleri, Akdeniz Universitesi, Matematik
Bolimii, 07058-ANTALYA adresine 30 Kasim
2000 tarihine kadar gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.216. ---12345678987654321 biciminde olup

19992000 sayisina boliinen dogal say1 var mldxr‘?
|

A.217. 2° — 622 +az+a = 0 denkleminin koklem
olan zy, x3 ve 3 sayilarinin

(x1—3)* + 3 =0
egitligini saglamasint garanti eden a sayﬂarmm
hepsini bulunuz.

(332 - 3) + ’273

A.218. Toplamlar: 1 ’e esit olan herhangi pozitif
Qry, g, (3 -+ Oy, sayilan i¢in

"o n
>
;2——% —2n-—1

esitsizliginin saglandigini gdsteriniz.

A.219. Ucg boyutlu uzayi, blrbmyle kes
ve birbirine kongruent olan 1001 tane'k
birlesimi b1(;1mmde lfade etmek mumk

AC, AB do@r
dikleri mdu:ﬂmrgtiﬁ

150
|PK|”

esitligini ispatlayiniz.

bul unur,

YARISMA PROPLEMLER{

Y.216. abc =1 ve a® > 36 ise,

a?
T +2+F>ab+bedca

esitsizliginin saglanacagint kamtlayiz.

Y.217. Diizlem hanelere boliinmiig ve bu hinne
lerden rasgele 100 tanesi igaretlenmigtir. Ispat
ediniz ki hic ortak noktasi olmayan en az 25 tane
igaretlenmis hane vardir.

Y.218. Her z € [~1,1] icin [P(z)| < 1 kogulunu
saglayan P(z) = az® + bz? +cx +d, (a,b,¢c,d €
R) polinomlar kiimesine M diyelim.Bu takdirde,
Syle a sabiti vardir ki, M ’den secilen her poli-
nomun bas katsayist a icin |a] < A esitsizligi
saglanacaktir; kanitlaymniz.

Y.219. Koseleri bir gember {izerinde bulunan bir
kare verilmistir. Cember tzerinde almmms her-
hangi bir noktadan karenin kogelerine kadar olan
uzakliklar: gosteren dort sayidan en az }Jmmn ir-
rasyonel oldugunu ispatlayiniz.

Y.220. Alam S olan A;Ap A3 figgeninin Ay, (i =
1,2,3) tepesinden gikan yiiksekligine A H; diye-
lim. AyA3As tiggeninin egskenar olinas icin gerek
ve yeter kosulun

3
1 N
S = EZ}A*AM‘“A‘H“* (Ag = Ay)

P2

oldugunu gdsteriniz.

1 kogulunu saglayan sayiar
bopolinomuna minimum deger
11V N

1

A.207. Bir n  dogal sayisimn tim pozitif
bélenleri sayisma s diyelim. 7 ’'nin tim pozitif
bolenleri carpimini n ve s cinsinden bulunuz.
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Coziim. Eger ¢;, (¢ = 1,2,...,s) n’nin bir pozitif
béleni ise, n = ¢;p; saglanacak bigimde bir p;
-pozitif béleni bulunacaktir. ¢; ’lerin artan sirada
dizildigini, yani,

l=q1 << ... <1< gs="n

oldugunu varsayarsak ,
ps_y > Ps = 1 olur.

{q1,92,--,0s} Ve {P1,P2,..,Ps} kiimelerinin aym
kiimeler oldugunu gérmek zor degildir. n = p;g;

esitliginden
n® = P141-p292---Psqs =
= (q192---45)°
elde edilir ki, buradan da ¢;g2...

n:p1>p2>...>

(p1p2---0s)(q192-+-9s)

gs = V/n® olur.

A.208. a;,a2,03,...,
> by >0 ise,

z": agb;| <

1=

0, €ER ve 12>b;12by2>

n
P
i=1

egitsizliginin saglanmasim garanti eden bir k € N
bulundugunu kanitlaymmz. (Samanyolu Matem-
atik Grubu)

Coziim. Ag=0veher k=1,..,n igin A; =
@i+ ... +a, olsun. Bu durumda, her ¢ =1,...,n
icin
a; = A; — A;—1 olur ve
Sab; =3 (A — Aima)b;
=3 Abi— 3 Ai1b;
= ZA@b;,, - EA'ib’H—l

= Apbp + Y Ai(bi — bit1)

elde edilir. Eger maks{A;,As,...,An} = Ai
ise,
IS b < [Anl b+ 5 |Au] (b = bisn)
< Ak) by 4| Akl 30 (05 — biga)
= |Ax] b1 < Akl = 12 a4
olur.

A.209. z; ve z3,2°2 — 6z +1 = 0 denklemini
saglayan sayilar olsun. Hig bir n dogal sayis1 igin

Problemler ve Coziimleri

7 + 2% sayismin § ile bolinmedigini ispatlaymiz.
(Samanyolu Matematik Grubu)

Céziim. Her n dogal saysi igin

7 +zy
= (@7 + 2571 (1 + o) — waay T — waa T
= (z’f‘l +$’2‘_1)(:1:1 +3) —:vlfcz(m’f'z -i—z;"z)

‘dir. Vieta Teoreminden, z1+z2 =06 ve T1T3 =
1 oldugu goriilir. O halde,

of +o§ = 6(a7 " + o5 ) — (2 a3
‘dir. Her n > 1 igin 27 + 2% = a, olsun. Bu
takdirde, her n > 3 icin

Up = Qp1 — Gn—2 ( MOd 5)

olur. Diger yandan,

a; = 1{ mod 5) , as = 4( mod 5),
az = 2( mod 5) , ag = 4( mod 5),
as = 1( mod 5) , as = 2( mod 5),
a7 =1(mod 5) ag = 4( mod 5),

ve timevarimla, her k > 1 i¢in
ai = ak+5( mod 5)

oldugu goriiliir. Bu, her n > liginan = 0( mod 5)
oldugunu gosterir.

A.210. ABCD yamugunun kogegenlerinin
kesisim noktas1 E, [BC] tabam iizerinde bir nokta

A A
K ve AKE=DKE ise, C ’'nin AK dogrusuna
uzakhig |C’C] B ’'nin DK dogrusuna uzakligi
|CC’| olmak iizere, |BB'| = |CC'| oldugunu is-

patlayiniz.

Coéztim. E, AKD ’nin agortayl iizerinde
oldugundan, AK ve DK ’dan esit uzaklhiktadir.
Bu uzakligm, C ’nin AK ’ya uzakligina orani %

ve B igin de bu oran I_BE_BQT "diir.

A A
E=LE 48— B BE = Fgve
AE BE ,
= |BB’
¢ = BD = |CC'| = |BB'|.
Y.206. 25 x 25 karesinin her hanesine

+1 veya —1 sayilarindan biri yazlmigtir.  i-
inci satirdaki sayilarin carpimina a; ve j-inci
stitundaki sayilarin ¢arpimina da b; diyelim.

ay +by +as+ba+ ... +azs+bs #0



Problemler ve Cozumler:
oldugunu goésteriniz.

Gozim 1. Kare tzerinde yazilmig biitiin
sayilarin ¢arpimina A dersek |, ajas...ass = A =
b1by...bys olur. a; ve b; ’ler +1 oldugundan, a; +
by+...+azs+bss = 0 olmasiicin ay, by,-.., d25, bas
sayilannn tam 25 tanesi +1 ve 25 tanesi de
~1 olmalidir. Béylece, a; ler iginde n tane
—1.varsa, b; ’ler icinde 25 — n.tane —1 bulun-
malidir.- Fakat, n ve 25 — n,sayilarinin biri ¢ift
oldugunda, digeri tek sayi olacagindan, ajas...ass

e - bibg...bos sayilarinin biri negatif, digeri de
pozitif olmalidir. Ancak, bu carpimlarm ikisi de
aym bir Asayisina esit oalcagindan, bu mimkin
degildir. Dolayisiyla, a; +by+...+ass+bys =0
olamaz. ‘

(Coézenler: Erdem Koyuncu (,Anta{ya) Metehan
Aydin (Ankara)).

Qéziim 2. +1 ve —1 ’den olugan bir dizinin
terimlert carpimi 41 ya da —1 ’dir. Bu nedenle
a; = F1, b; = F1 olmahdir. a; + by + az + by +
...+ ags + bys = 0 diyerek aksini varsayahm.

Bu toplamin 0 olmast, terimlerin 25 tane 1, 25 tane
~1 icermesiyle mimkiindir. (1)
Bu nedenle tiim terimlerin ¢arpumi —1 ’dir. Fakat
tiim terimlerin carpiminda karenin igindeki bir
say1 iki kez gegmektedir (hem siitunda hem de

satiinda). Bu say1 1 ise, (1) = 1, —1 ise,
(=1)* =1 olur. Yani tiim terimlerin carpim 1
olmalidir. Bu da (1) ile gelisir. Yani a; + by +

ot ags + bos #£ 0 olmalidar.
- (Gozenler: Ali Nabi Duman (Ankara)).

Y.207. Herhangi 3 tanesinden bir tggen
yapilabilen 5 dogru pargas: verilmistir. Bu dogru
parcalarindan yapilabilen liggenler i¢inde en az bir
tanesinin dar agili oldugunu kanitlayima.

acilt buiunmadxg ,
?>a +b&d¥ > e

olacaktur. E§xtaz1m1er1 taraf tarafa tcpia,rsak, o

et d? 4 e? >a? +2b2+2c fd =
e? > a*+ 2% + ¢? = (a? +62)~+(b%+c2)
> a? + 0%+ 2bc > a® + b% + 2ab = (a + b)?

= e>a-+b olur

Sonuncu esitsizlikten ise, uzunlukiari @, b, e olan
parcaciklardan bir tiggen yapilamayacagi goriliir.
Celigki.

(Cozenler: Ali Nabi Duman (Ankara)).

Y.208. Asafidaki denklemin tiumn msyonei
koklerini bulunuz:
abz?+(a?+b)z+1=0 ,  (a,b€Z)
Coziim. ab # 0 oldugunu varsayalim. A = (a®+
b%? )2 — ab dersek, denklemin rasyonel kokiiniin
varligl igin VA sayismin bir tamsayt olmasimn
gerekli ve yeterli oldugunu soyleyebiliriz.
a =b ise, A = 4a%(a® ~ 1) saywst, sadece,
a? = 1 igin tam kare olur. Baylece, bu durumda
vaa=>b=1yadaa="b= -1 olmaldir. Her iki
durumda da denklem z?+2z+1 = 0 denklemine
doniiglir ve kéki z = ~1 ’dir.
a#bise, ab< 0 igin (a?+6%)? < A < (a®+b%+
1)%,ve ab> 0 igin (a®+b2-1)? < & < (a®+b%)?
cgitsizlikleri bu durumda A 'mmn bir tam kare
olamayacagin gostermektedir.

incelemek  okuyucuya

ab = 0 durumunu
birakilmigtir.
(Gozenler: Ali Nabi Duman (Ankara), Necati

Girgin (Denizli)).

Y.209. a” 42"+ 1 sayist a4 2% 4 1 sayisim
bolecek blglmde tiim a ve n pozitif tamsayilanm
buluny b

¢ a = 2 igin problemin ¢éziimi
“goriilebilir.
arsayahim.

&iﬂ“ + 2% 1)+ ontl g9t — g4 1

narﬁk a + 2" 4+ 1 lam{»l +ontl 4
i ?Qingerek ve yeter kO§HlUU,
a2t 4 L] (a= 22" e
oldugunu sdyleyebiliriz. O halde

d"+ 2"+ 1< (a—2)2" +a—1
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olmalidir. Sonuncu esitsizligi

1 1
2°9n—1  9n-1

( )”+1<(a——2)+

bigiminde yazalim.

£ Z 5 oldugundan, §=1+y, y >1 5 yazabiliriz.
Bernoulh esitsizliginden (1 + y)™ > 1 + ny olur.
Bunlar1 yukaridaki esitsizlikte gozoniine alirsak,

24+ny <2y +

1
on—1 y

ve bdylece,

1 2
n§2+2n_1 '—5 2 on-1
oldugu griilir. n = 2 durumunda a2 + 5 < 5z —
9 esitsizligi elde ediliyor. Fakat bunun ¢oziimii
yoktur.

n-lhahnde,-—f;*a—{—?)—% = € N olmahdir
ki, budaa+3 =7 (a=4)vea+3._14

(a = 11) durumlarinda saglanir.

Béylece, problemin kosulunu saglayan ikililer
(a,n) = (4,1), (11,1) *dir.

(Gozenler: Necati Girgin (Denizli), Ahmet Arag
(Demnizii), Ali Nabi Duman (Ankara)).

Y.210. ABC dar agh licgeninde A, B, C ’den
[BC], [CA], [AB] kenarlarina indirilen dikmelerin
ayaklari srasiyla D, E, F; yine A, B, C ’den EF,
FD, DE ’ye indirilen dikmelerin ayaklar sirasiyla
P, Q, R ile gosterilmek iizere AP, BQ, CR
dogrularinin ayni noktadan gectigini gésteriniz.

Coziim. AEF = AEP = ABC, APE =
ADP = 90° oldugundan BAD = PAE bu-
lunur. AP ile (ABC) gemberinin kesisim nok-
tas1 K ile gosterildiginde AKC = ABC olur. O
halde ACK = 90° ve [AK], (ABC) "nin capidur.
Dolayisiyla AP, bu ¢emberin merkezinden geger.
Benzer bigimde, BQ, CR de merkezden geger.

(Cozenler: Necati Girgin (Denizli), Ali Nabi

Duman (Ankara), Metehan Aydm (Ankara), Ah-
met Anag (Denizli), Hasan Karabwyik (Tzmir) ).

Problemler ve (oziimleri

N

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosunda kabul etmektedir.  Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmas1 diginda her-
hangi bir kisitlama yok. Fikir vermesi acisindan
su konular siralayabiliriz:

* Konu sunuslar1.

* Matematiksel diigiincenin degisik alanlardaki
. uygulamalarini vurgulayabilecek yazilar.

* Yillardir ¢oziim bekleyerek yeni ¢oziilmiis
ya da heniiz ¢oziilmemis linlii problemlerin
tanitimi.

* Matematige ilgi duyan ogrencilerin kendi-
lerini agmasina yardima olabilecek problem-
ler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve mate-
matikgilerle ilgili yazilar. :

* Naha saghkh  hir miifredat programmi
olusturmaya Onelik inceleme, elestiri ve al-
ternatif Sneriler.

* Matematik Diinyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi gibi
bitiinkigli bozmayacak bazi degisikliklerle de
yaymlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif ticreti 6demeye elverigli degildir. Bu
nedenle anlayigla karsilanacagirmzi umuyoruz.
Gonderilecek yazilarin okunakh el yazis1 ya da ter-
cihen daktilo ile ya da PC ’de Latex programi
yardimiyla, diizglin ve tam ciimlelerle, Tirkce
dilbilgisi kurallarina uyularak, -ustiiste formiil
yigmlarindan kacimilarak yazilmasi, bes sayfay1
gececek yazilarda bolme noktas1 belirtilmesi rica
olunur. Yazilar

Matematik Diinyas:
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii,
07058-Antalya

adresine gonderilecektir.




