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BESINCI ANTALYA MATEMATIK
OLIMPIYADI iKiNCi SECME SINAVT

Halil I. Karakas-ilham Aliyev-Fikri Gokdal

Akdeniz Universitesi, Matematik Blimi,
07058-ANTALYA

Besinci Antalya Matematik Olimpiyadinmn ikinci
segme smavi 19 Mayis 2000 Cuma giini saat 10:00
' da Akdeniz Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
A anfisinde yapild:.

Bilindigi gibi, Besinci Antalya Matematik Olimpi-
yadimin Birinci Segme Smavi 8 Nisan 2000
Cumartesi giinii yapilmis ve olimpiyada iilkemizin
cesitli yorelerinden binin iizerinde lise 6grencisi
katilmisti. Lise I ve Lise II-III gruplarina 20
'ser soruluk testler olarak uygulanan birinci segme
smavi (bu smavin sorular1 ve cevap anahtarlar:
bundan 6nceki sayimiz olan Cilt 9, Say1 2 *de ve-
rilmisti; ¢oziimleri de Cilt 9, Say1 3 ’te verilmisti)
degerlendirildi ve Lise I grubundan 16, Lise II-
IIT grubundan 19 6grenci ikinci segme sinavina
cagrildi :

Tkinci smavda, her iki gruba 5 ’er sorudan olusan
klasik tip smavlar verildi ve sinav siiresi olarak 3
saat stre tanindi

Beginci  Antalya  Matematik  Olimpiyad:
Ikinci Secme Smavinin sorularimi ve ¢oziimlerini
agagida sunuyoruz. Baz sorular icin jiirinin
onerdigi ¢6ziimlerle birlikte yarigmacilarin degisik
¢oziimlerini de sunuyoruz.

Her zaman oldugu gibi, sevgili okurlarimizin
burada sunulan ¢6ziimlere bakmadan 6nce kendi
cozlimlerini iiretmelerini sahk veriyoruz. Kolay
gelsin. S

Lise I Grubu Soru ve Coziimleri:

Soru 1. p ve ¢ tek asal sayilar ve p ile ¢ arasinda
bagka asal say1 yoksa, p + ¢ saysinin, her biri 1
’den biiyiik en az ii¢ tane dogal saymin carpim
olarak yazilabilecegini gosteriniz. (Carpanlarin
farkli olmalar1 gerekmez.)

Cozliim. p ve g tek oldugundan; p + q cifttir ve

23259 sayis1 p ile ¢ arasinda bir sayidir. p ile ¢
arasinda baska asal say1 bulunmadigindan, L’;Q
asal degildir; yani, 1 ’den biiyiik iki tane dogal
saymin carpimudir. Dolaysiyla, p + g sayisy, 1
’den biiyiik fi¢ tane dogal sayinin carpimidir.

Sdru 2. Sifirdan farkh z, vy, z sayilan

2y’ =yz ve y?—2?=2z

zy oldugunu

esitliklerini saghyor. z2 — 22 =

gosteriniz.

Coziim. Verilen iki denklem taraf tarafa
toplaninca

-2 = (z+y)z

elde edilir. Bu nedenle, iddianin ispat1 igin
(z+y)z =y

oldugunu gostermek yeter. Eger birinci denklem
z ile ikinci denklem (—y) ile carpilip taraf tarafa
toplanirsa,

wg—xyz—y3éyz220,

z2_ y3 +scy2~x3

Yy
elde edilir. Diger yandan, birinci denklemden
22— 2
z= g

2 zt — 2%y — yt
o2

elde edilir. 22 icin elde edilen iki ifade esitlenirse,
vt +ay® — By = ot — 2020 + 1y,
y3 _ wzy — x3 . 2$y2,
oty —y® + 2 -z’ = 2,
(@~ ")y | z(@®—y?)
+
Y Yy
yzt+zz=uay, (z+y)z=uzy

= TY,

elde edilir. Bu, istenileni ispétlar.

Soru 3. Her biri 100 ’den’ kiigiik olan 10
farkh pozitif tamsayinin olugturdugu her kiimenin
bos olmayan ve ayrik 6yle iki altkiimesi vardir
ki, bu altkiimelerden birindeki sayilarin toplam:
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digerindeki sayilarin toplamina esittir; ispat edi-
niz.

Co6zim. Her biri 100 ’den kiigiik olan 10 farkl
pozitif tamsayinin olugturdugu bir kiitme K olsun.
K ’nin bog olmayan altkiimelerinin sayis: 2101 =
1023 ’tir. Aynica, K ’'nin bos olmayan her bir
altkiimesi A icindeki sayilarin toplamien az 1, en
cok

91+92+...

90+91+...+98499 =945

+ 994 100 = 955

’tir.. O halde, K ‘nin bos olmayan en az iki farkl
altkiimesi A ve B i¢in A ’daki sayilarin toplami ile
B ’deki sayilarin toplam birbirine esittir. Simdi,
S =A\(ANB) ve T = B\ (AN B) tanimlayalim.
Bu takdirde, S kiimesi bos olamaz, ¢linki, aksi
halde, A C B ve dolayisiyla A = B olurdu. Ben-
zer gekilde, T de bog olamaz. Tanimdan dolay1 S
ve T" ayrik olup, S ’deki sayilarin toplami, T" *deki
sayllarin toplamina esittir.

Soru 4. Diizlem tzerinde, hepsi bir dogru tize-
rinde bulunmayan 2000 tane nokta isaretlenmis
ve bu noktalarin herbirinin yanina o nok-
tanin yukd diyecegimiz bir reel say1 yazilmistir.
Uzerinde en az iki igaretlenmis nokta bulun-
duran her dogrunun tim isaretlenmis nokta-
larimin yiikleri toplamu sifir olduguna gore, her
noktanin yiikinin sifir oldugunu kanitlaymz.

Coziim. Bir igaretlenmis nokta n ile, n ’nin
viki y, ile; n ’den gegen ve lzerinde en az
iki isaretlenmis nokta bulunduran dogrularn
sayist da s, ile gosterilsin. Tium isaretlenmisg
noktalar bir dogru iizerinde bulunmadigindan,
sn > 1 olacaktir. n ’den gegen dogrular
uzerinde bulunan tim isaretlenmis noktalarin
- yiikleri toplamina y diyelim. s, tane dogrunun
her biri iizerindeki igaretlenmis noktalarin yiikleri
toplami sifir oldugundan, s, tane esitligi taraf
tarafa toplarsak,

(+)

elde ederiz. s, —1 > 0 ve vy, y, ’lerin toplam
oldugundan, y = 0 olmak zorundadir (y > 0
veya y < 0 varsayum geliski yaratir; ¢linki,
y ile y, ’lerin isaretleri farkhh olmahdir; bu ise
nlanalcaizdiry  RAviers § — N Almalidir (o) 2dan

Y+ (sn — Dy, =0

Soru 5. Dar agih bir ABC tggeninin gevrel
gemberine A ve B noktalarinda teget olan

dogrulann kesisim noktast D; DC' ile [AB] ’nin
kesisim noktasi da E ile gosteriliyor. !ggz =
jacy?

BT oldugunu ispat ediniz.

Cozum.

DC dogrusu ile (ABC) gembermm kesigim nok-
tast A olsun.

A A A A
DKA~DAC ve DRB~DB(

\KA| DA |KB| _|DB|
|AC| ~ |DC] |BC| ~ |DC|
IDA| = |DB| =>
|KA] _ |KBj |KAl _ JAC] (1)
{ACl = |BC] ' [KB| ™ |BC]
|[KAL|KEB|sina _ |AE| (2}
[KB[IKE[snf — |EB|
Ge=2R= Li%' = fet=%F O
(2) wve ]——',’ﬁﬁ‘ t-gﬂ {'E'EJ[ (4)

(4) te (1) yazlarak:

|AC| |AC]| _ |AB|
|EB|.

|BC| '] TBZ"T

bulunur.



Lise II-1IT Grubu Soru ve Coéziimleri:

Soru 1. Bir n dogal sayismin kendisinden
kiiciik tiim dogal sayilara boliinmesiyle ortaya
cikan farkl kalanlarin toplami K(n) ile gosterilsin
(Ornek: K (9)=1+2+3+4=10). K(n) = n olan
tum n dogal sayilarini bulunuz.

Coziim. Bu ozellige sahip olan tek say:1 yoktur.
Gergekten, n =2k — 1,k > 1, ise, bu takdirde, n
vi2k—2,2k—1,...,k+1,k ile boliince, srasiyla,
1,2,3,...,k — 1 kalanlan elde edilir. n yi k dan
kiiguk olan sayilarla boliince de bu kalanlardan
biri elde edilir. Dolaysiyla,

K2k-1)=2k 1=
L+243 4+ +(k-1)=2k~1

= lbb o gp_ g

= k2-5k+2=0

oldugu goriiliir. k% — 5k + 2 ’nin hig tamsay:
¢Oziimii bulunmadzgmdan, n tek olunca K'(n) # n
’dir.

Simdi, K(n) = n olan ift sayilarn aragtiralim.
n = 2k ise, n 'yi 2k~ 1 2k-2,..., k+1 ile boliince,
szrasxy}a, 1,2,3,.. — 1 kalanlarini elde ederiz.

n'yi k41 *den daha kii¢iik sayilarla boliince de,
bu kalanlardan biri elde edilir.Dolayisiyla,
K(2k) = 2k
& 1424 =2k
& ok _op
&> k? -5k =0
> k=5

(k > 1 oldugundan). Demek ki, K(n) = n olan
tek say1 n = 10 ’dur.

Soru 2. Iki dgrenci, tahtaya 2% + 19z + 91
polinomunu yazarak g6yle bir oyun oynuyorlar:
Birinci oyuncu,polinomun baskatsayis:1 disindaki
katsayilardan birini silip, onun yerine bir fazlasini
veya bir eksigini yaziyor. Benzer sekilde ikinci
oyuncu da ortaya cikan polinomun bagkatsayisi
digindaki katsayilardan birini silip, onun yerine
bir fazlasim veya bir eksigini yaziyor ve oyun
bu sekilde siirdiiriliiyor. Bir siire sonra, tah-
tada 2% + 91z + 19 polinomu yazilmis olduguna
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gore, bundan 6nce yazilan polinomlardan en az
birinin kéklerinin ikisinin de tamsay: oldugunu
kamtlaymiz.

Coziim 1. fo(z) = 2% + 19z + 91 diyelim
ve k—inc1 adinda ortaya gikan polinomu fi(z)
ile gosterelim. Her k& > 0 igin fi(—1) ve
Jr+1(—1) tamsayilarimn farkinin mutlak degerl
1 olur. Simdi, fo(=1) > 0 ve fo(—1) = 22 +
91z 4 19]5——1 < 0 oldugundan, en az bir k igin
fe(=1) = 0 olacaktir. fi(z) = 2? + pz + ¢ der-
sek, 2 + px + ¢ = 0 denkleminin bir kdki tam
oldugundan, diger kokii de tam olacaktir.

umm Yenmez, Alp Slmsek Mu—

poimomlara sirasiyla 22 + a;z + b; diyelim; 7 =
L2, n Blrmm polinom z? + 19z + 91, n-
inci pohnom 2?2 + 91z + 19 ’dur. Simdi, a; —
b; farklarma bakahm. a; — b = 19 — 91 =
—~72;0p — b, = 91 — 19 = 72 ’dir. Soruda ver-
ilene gore, bu fark her adimda ya 1 artiyor ya da
1 azaliyor. Baslangictaki fark —72, sonraki fark
72 oldugundan, 1 < s < n olan uygun bir s say
icin gs—bs = 1 olmahdlr Dolaysiyla, s-inci poli-
nom,

2?4 (b +1) + by = (z +bs)(z + 1)

bicimindedir ve bu polinomun koékleri —b; ve ~1
tamsayilandir.
Soru 3. n > 3 olmak tizere ay,as,- -, ay, reel

sayilar1 i¢in
ar+az+--+an>n ve at+ai+--+al >n?

esitsizlikleri saglanmaktadir a1, ag,- - - , a, sayilar
icinde 2 'den kiigiik olmayan en az bir sayi bu-
lundugunu ispat ediniz.

Cobziim 1. Aksini varsayalim. O zaman, her k =
1,--+,n i¢in ax < 2 olur.
ay+as+--da, >n=a > n—2(n—1)=2-n
= (ax — 2){ax — (2—n)) <0
= a2 — (4—n)ay <-4

(I €< k < n). Son esitsi
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toplaninca,
n n
Za% + (n——4)Zak <n(2n—4)
k=1 k=1

n n
oldugu goriiliir. Burada ) az >n?ve Y ap >
' k=1 k=1
n oldugu kullanilirsa,

n+(n—4Hn < n2(n-2),
2n? —4n < 2n? —dn

celiskisi elde edilir.

Coziim 2. (M.Bumin Yenmez, Alp Simsek) a;
"lerin k tanesi pozitif veya sifir, n—k tanesi negatif
olsun, 1 <k < n. aq; ’leri

ar2ay 2 2a,20>ap01 2 2 0p

bigiminde siralayabiliriz.

Simdi, soruda verilen énermenin yanhs oldugunu
varsayalim. Yani, a; < 2 olsun. Bu durumda,

ar+ag+---4a, >n
= a1 +az+--Fag > n— (Gppr+r +ap)
=2k > a;+ag+- g 2 n—(aps1+--+ay)
= (2k—n) > —(agy1 4+ +a,) >0
=
(2k—n)2 > (ags1+--+an)? > af 4+ - +a.
Diger yandan,
ap <o <ap<2=af+--+al <4k (%)
’dir. Son iki esitsizlik taraf tarafa toplanirsa,
n? <o+ 4+a?< (2I<:—n)2-‘+-,’4lc
elde edilir. Buradan, |

4k? —4kn +4k >0 = 4k
s

yani, a;’ lerin hepsinin pozitif oldugu gériiliir, (%)
esitsizligi ve hipotezden, :

nP<al+.--+al<dn=4>n

celigkisi ortaya ¢ikar.

Soru 4. Bir mithendis, her biri dizlemde uygun
bir paraboliin i¢ bdlgesini aydinlatabilen sonlu
sayida fener ile tim diizlemi aydinlatabilecegini
soyleyince, matematik¢i olan arkadasi bunun
miimkiin olmadigim1 kamithyor. Bunu siz de
kanitlayinz.

Coziim 1. Diizlemde bir parabol alahim ve ko-
ordinat sistemini Oyle secelim ki, bu sistemde
paraboliin denklemi y = az? (a > 0) ok
sun. Paraboliin i¢ bolgesindeki (z,y) nokta-
lar1 (sinirdaki noktalar dahil) igin y > az?
saglanacaktir.

Simdi, y-eksenine paralel olmayan herhangi bir
y = kx + b dogrusunu alahm. Bu dogrunun
en fazla sonlu bir kisminin “aydinlanabilecegini”
gorelim. Aydinlanmis noktalarin birinci koor-
dinat1 olan z i¢in kz + b 2> az?® esitsizligi
saglanmalidir. Buradan, az® — kx + b < 0 oldugu
goriiliic. Eger P(z) = az? —kz +b (a > 0)
polinomunun diskriminant: D = k? — 4ab negatif
ise, dogru, parabolii hi¢ kesmiyor;D > 0 ise;
dogru, parabolii (z1,m1),(z2,¥2) gibi D = 0 du-
rumunda cakigan, iki noktada keser ve dogrunun
aydinlanan kismi bu iki noktayi birlegtiren dogru
pargasidir. D = ( durumunda dogrunun bir
tek noktas1 aydinlanmigtir. Boylece, paraboliin
simetri eksenine paralel olmayan her dogrunun en
fazla sonlu bir par¢as aydinlanabilir.

Y4

y=kr+b

5 X

Simdi, sonlu sayida fener, dolaywsiyla, onlarin
aydmmlattigr sonlu sayida parabol, diizlemde nasil



yerlegtirilmis olursa olsun, bu parabollerin hig
birinin simetri eksenine paralel olmayan bir
dogrunun tamami aydinlanamaz. Bu nedenle,
diizlemin tamami aydinlanamaz.

Coziim 2. (Sabri Yilmaz)

Y

Bir parabolun i¢ bolgesuu xstedlgimxz kadar kuguk
bir aginin ig bélgesi igine alabiliriz. ~ Ciinki,
diizlemde koo‘ inat. sistemini, §ekzlde goruldugu
gibi, paraboliin tepe noktast orijin ve simetri
ekseni y $ekﬂde secersek; parabol
tizerinde y- ne gore simetrik olan iki nok-
tadan . t izersek, bu tegetler y-ekseni
iizerinde bir <tasinda kesigirler. Boylece
olugsan aginin i¢ bdlgesi, paraboliin i¢ bdlgesini
icerir. 'Tegetleri uygun yerden ¢izerek, olugan
a agism istedigimiz kadar kiicliltebilecegimiz
agiktir.

Parabollerin sayisi n olsun ve her bir parabolil
kogsesi Ai, 1 £ i < n de olan ve 2—:;— ’den
kiiguk olan o agisinin igine alahim. Eger diizlem
bu gekilde 2= *den kiigitk n tane ac1 tarafindan
ortiilebilseydi, kégeleri galigsan n tane 2Z ’den
kiigiik agt tarafindan da ortiilebilmesi gerekirdi.
Fakat bu miimkiin degildir; ¢iinkii, sozii edilen or-
tak koseyi merkez kabul eden bir gember cizilirse;
¢emberin bu acilarla ortiilemeyecegi goriilir.

Soru 5. Dar acili bir ABC iiggeninin gevrel
cemberinin merkezi O; [OA] {izerinde alinan bir
E (A # E # O) noktasindan [AB], [BC],
[CA] kenarlarmna indirilen dikmelerin yaklars,
swrasiyla N, L, M; ABC iiggeninin A ’dan gecen

Halil I. Karakag-Ilham Aliyev-Fikri Gékdal

yiiksekliginin [BC] kenarim kestigi nokta D ile
gosterilmek tizere; N, L, D, M noktalarinmn bir
cember tizerinde bulundugunu ispatlayiiz.

Cozium.

Cap1 gordiikleri icin ABK = ACK = 90° daire

ve buradan,

MNJBC (1)

AN A — .
‘dir. ABK~ADC (AKB = ACD) oldugundan,

[BA| _ |KA| _ |KB|
DAl = xicml = ||CD| (2)
A A
ANE~ABK ’dan
INA]  |EA]
BA] ~ KA
ve (1) ’den,
EA MA
T‘K_I'A{ = ||CA| ®)
bulunur. (2) ve (3) 'ten
|BA| _ |BA]
|DA] ~ [MA]’
boylece,
|[BA| _ |DA|
|[EA] — |MA|
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A VAN s
oldugu gorilir. ABK~ADC ‘'den, BAE =
— A A
DAM “dir. O _halde, BAE~DAM ‘dir
(KAK). Buradan ABE ADM ve NBLE
‘nin gemberselliginden, ABE = NLE bulunur.
Dolaywsiyla, NLD = MDL olur; yani, MNLD

dortgeni bir ikizkenar yamuktur ve bu nedenle M,
N, L, D noktalar1 ayn1 cember iizerindedir.

MATEMATIKSEL OZDEYISLER

Asagida cesitl matematikcilerin Szdeyislerini ya da
matematikei olmayan kisilerin matematik konusun-
daki ozdeyislerini bulacaksiniz. Internet'ten derlenen
bu 8zlii sdzleri begeneceginizi umuyoruz.

O Henkin, Leoni “Matematik konusunds
smifta yaptigimiz en biiylik yanhs anlamalardan
biri, 6gretmenin tartigilan herhangi bir problemin
¢Oziumiinii hep biliyor goriinmesidir. Ogrenciler,
sanki, bir yerlerde tiim ilging sorularmn dogru
yantlarini barindiran bir kitabin varoldugunu ve
Sgretmenlerin bunlar: bildikleri gibi bir diisiinceye
kapihirlar.  Ayrica bu kitaba sahip olunursa
her seyin ¢oziimlenecegini sanirlar. Matematigin
gercek dogasina ne kadar da aykir: bir duram!”

0O Hermite, Charles (1822-1901): “Abel,
matematikcilere, onlari 500 yil meggul edecek
kadar ig birakmugtir.”

O Hermite, Charles (1822-1901): “Bigler
matcmatikte usta degil hizmetciyiz.”

O Hilbert, David (1862-1943): (Mezar ta;_smmi

Bunun disinda hig bir soru insan ruhunu boylesine
derinden etkilememigtir.” ‘

O Jacobi, Carl: “Her zaman genellegtirmeliyiz.”

O Jacobi, Carl: (Descartes ’in kullerinin
Fransa’ya geri donmesi konusunda): “Genellikle
biiyiik insanlarin kiillerine sahip olinak, onlarin

_ kendilerine sahip olmaktan daha kolaydir.”

O Kant, Emmanuel (1724-1804): “Mate-
matik bilimi, salt akil ylritmenin, dene-
yimin yardimi olmaksizin, bagarih bir bigimde
smirlarint nasil geniglettiginin en parlak ornegini
olugturmaktadir.”

0 Kepler, Johannes (1571-1630): “Maddenin
oldugu her yerde geometri de vardir,”

O Kline, Morris: “Bir kamt, bize kugkularimz:
nerede yogunlastirmamiz gercktigini gosterir.”

0 Kline, Morris: “Mantik, giiven iginde yanhg
yapma sanatidir.”

O de Laplace, Pierre-Simon (1749-1827):
“Bildiklerimiz ¢ok fazla degildir. Bilmediklerimiz
ise smirsizdwr.”

0O de Laplace, Pierre-Simon (1749-1827):
“Buler ’i okuyunuz. O her seyde ustamzdir.”

O Leibniz, Gottfried Whilhem (1646-17186):
“Temiz olan, pis kokmayan ve gakadan anlayan
bilge bir kist bulmak gok giigtiic.”

O Lobatchevsky, Nikolai: “Ne kadar soyut
olursa olsun, matematigin dallar arasinda, bir
giin gergek diitnyann olaylarina uygulanamayacak
olani hi¢ yoktur,” - ~

0. Luther; -Martin (1483-1546): “Tip io-
asta eder, matematik izgiin, teoloji de

dstindeki yaz): “Wir miissen wissen. Wir wer- . gl

den wissen. (Bilmek zorundayz. Bilecegiz.)”

O Hilbert, David (1862-1943): “Matematik: - gares

. kagit tzerinde belirli kurallar iginde anlamse
isaretlerle oynanan bir oyundur.” :

O Hilbert, David (1862-1943): “M
hi¢ bir wk ya da simir tanimaz. Mate
kiiltiirel diinyamz biricik tilkemizdir.”"

O Hilbert, David (1862-1948): “Sonsuz!

mas (1875-11955): “Biiyiik bir
ii-de biiyiik olan bir gergektir.”

’asis, ‘Adrian: “Yeni teoreminiz ¢ok
yiik bir basitlikle ifade edilebiliyorsa, bu du-
smda.patolejik bir aykin durum sézkonusudur.”

a M&tkééi&, Adrian: “Tim bilyiik teoremler
“ygece yarsindan sonra kesfedilmistir.”



