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KARAKTER TOPLAMLARI
Ahmet Cetintag
Bilkent Universitesi, 06531-ANKARA

f(z) tamsay1 katsayili bir polinom ve p tek asal say1 olmak tizere; >r_ (~L~) ifadesine karakter

toplami denir ( (—Z) Legendre semboliidiir). Bu projede ise giiniimiiz sayilar téorisinin popiiler bir
konusu olan smlrh bir kiimede tanimlanmsg denklemlerin zel bir hali, “f(z) = y* (mod p)" denklemi-
nin p modilindeki ¢dziim sayis: ele ahnmlstlr Polinomlarin karakter toplamlam hesaplanarak ¢oziim
yoluna gidilmigtir. Polinom az+b seklinde iken ¢bziim kolay oluyor, ama derece artinca igler karisiyor.
Amacimiz polinomun derecesi 1 veya 2 iken genellemeler getirmek, 3 iken ise 6zel durumlarda ¢oziim
yollar: uretmektir. Nitekim sayilar teorisi, konu hakkindaki caligmalarda polinomun derecesinin 3
‘ten buytk oldugu durumlara genellemeler getirememis, sadece sinirlar koyabilmistir. Sonug olarak
projede tretilen genellemelerin kullanigh oldugu goriilmiis ve uygulamalar yapilmigtir.

GIRIS

“f tamsay1 katsayill bir polinom ve p tek asal sayi olmak iizere f(z) = y? (mod p) denkleminin,
1 < z,y <.p tamsay1 ¢ozlimlerinin sayist kactir?” sorusuna bir cok kaynakta rastlamlabilir. Poli-
nomun derecesi 3 ’ten biiyiik iken giiniimiiz matematigi kesin sonuglara ulagamarmsg, sadece sinirlar
koyabilmigtir. Projede de polinomun derecesi 1, 2 ve 3 iken incelenmig ve karaktel toplamlar he-
saplanarak ¢6zme yoluna gidilmistir.

7. Ulusal Matematik Olimpiyatlar: Ikinci Asama Sinavi'nda konu ile alakali bir soru ¢ikmis olup, bu

soru projenin esin kaynagini olusturmustur.

AMAQ 7, 1 2. veya 3. dereceden tamsay1 katsayili bir polinom ve p bir tek asal say1 olmak
lizere f(z) = y? (mod p) denkliginin 0 < z,y < p— 1 ¢Oziim sayilarmi bulmada karakter toplamlarim
hesaplayarak genellemeler getirmek ve bu genellemelem kullanarak konu hakkindaki sorulara kolay
gozumler uretmektir.

KULLANILAN TEQOREM VE SEMBOLLER
(17) Euler Kriteri: p bir asal say1, d = (n,p — 1) ve a = 0 {mod p) olsun. T =1 (mod p) ancak
ve ancak 2" = a (mod p) denkligi ¢oziilebilir. Eger ¢oziilebiliyorsa, d tane farkl ¢dziimii vardar.

(2) a = 0 (mod p) iken a = 2 (mod p) denkleminin ¢éziimii varsa, a ’ya p modiiliinde kuadratik
rezidu, ¢ozum yoksa kuadratik nonrezidii denir.

(3*) Legendre Sembolii: p > 2 asal sayilar igin (1%) ifadesine Legendre sembolii denir:

o 1; a, p modilinde kuadratik rezidii ise,
(=)=1<¢ =1; a, p modiiliinde kuadratik nonrezidi ise,
P 0;  a=0 (mod p) ise.

(4*) #? = a (mod p) ifadesinin ¢oziim sayisina Np dersek, N, =1+ (2%) oldugu goriiliir.

(5%) Euler kriterinden yola gikarak "7 = (£) (mod p) diyebiliriz.
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ispat:
a=0(modp) = a5 =0= (2) (mod p).
a # 0 (mod p) = a?~1 =1 (mod p)
= a1~ 1= (a®F —1)(a™ +1) =0 (mod p).

Buna gore a7 ifadesi va lyada —1 ’e denktir. Eger aF =1 (mod p) ise, 22 = a (mod p) denklemi

goziilebilirdir (Euler kriteri). Béylece () =1= a®7 (mod p) *dir. Diger yandan, a7 = —1 (mod
p) ise, * = a (mod p) denklemi ¢éziilemez (Euler kriteri), bu nedenle (%) =-1=4" olmahdu.

(6*) Teorem (Lagrange): f(z) tamsay: katsayili bir polinom iken f(a:) = 0 (mod p) denkliginin
¢ozum sayist polinomun derecesini agmaz. i

YONTEM

(A) az +b=y* (mod p) Seklindeki Denklemlerin Céziim Sayisi (a,b tamsayi, p tek asal
say1)

Konunun en kolay kasmi bu kisimdir. Gziim sayisina M, dersek,

My = Yo+ (D)

=1

olacag aciktir (bak. 4*). Boylece

M, =p+3Y7P_, (%b) ( 1;:1(%;27) toplamini hesaplamamiz sorunu gozer.)

a =0 (mod p) ise,
S={az+b:2z tamsayive 1<z <p}
kiimesini tanimlayalim ve bu kiimenin p modunda tam kalanlar sistemi olduginu ispatlayalim. az +

b= ay+?b (mod p) = « = y (mod p) olacag agiktir. Buna gore S kiimesinin p tane elemam P
modiliinde p farkh deger alacaktir. Boylece S, p modiiliinde bir tam kalanlar sistemi olacaktir.

=1 z=1

L ar+b N z
S =Y.

Lemma 1: p modiilinde n. dereceden rezidiilerin sayist ?5?1127) "dir.

Ispat: Euler kriterine gore (bak. 1*), a = 0 (mod p) = z" = a (mod p) denkleminin ¢dziim sayist
(p —1,n) = d ’dir. Buna gére ¢bziim tam olarak p—-"a—l— tane a igin olabilir. Bdylece n. dereceden
rezidilerin sayis: p_;__{ olur. Boylece lemmanin ispati bitmis olur.

n =2 ic¢n (2,p ~ 1) = 2'oldugundan, p modiiliinde 2. dereceden, yani kuadratik rezidiilerin sayisi
P—-;-l tanedir. Boylece kuadratik nonrezidiilerin sayis: da P—;—l tane olacaktir.

Z(g) = (g)»+ i(g) =0+ 1‘32211 + (—1).3-;“1 =0.

Karakter toplaminin degeri 0 olarak bulundu. M, = p+ > 2_, (22£t) = p olacaktir.
P w=1 P

Cikmig bir soru izerinde yontemin uygulamasim yapalim.
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SORU: (16. Balkan Matematik Olimpiyadi, Makedonya, 1999) p > 2 bir asal say1 ve p = 2 (mod 3)
olmak tizere,

S:{yQ—OJB—l'ﬂcy tamsayi, 0 <z y<p—1}

kiimesi tanimlansin. S kiimesinin p ile bolinebilen elemanlan sayisimn en fazla p — 1 olacagim
gosteriniz.

COZUM: T = {z® ¢ tamsay1 ,0 <2 < p—1} olsun. T kiimesinin p modiiliinde tam kalan sisterni
oldugunu gosterelim. Lemma 1 °den, p = 3m -+ 2 iken 3. dereceden rezidiilerin sayisi m =p—1

olacaktir. Buna gore T kiimesi p modilinde p farkl deger alacaktir. Boylece T, p modiiliinde bir
tam kalan sistemi olur.

ply*—2®—1= 9y =23+ 1 (mod p), 2° = 7 (mod p) yazalm. y* = 2 + 1 (mod p) denkleminin
tam olarak p tane (0 < y,2 < p — 1) tane ¢oziimii olacaktir (A bolimiindeki sonugtan). Buna
gore S kiimesinde p ile bélinebilen elemanlarm saylsma S( ) dersek, S(p) < p olacaktir. Ayrica
(z,y) = (0, 1) ve (x y) = (2,3) oldugu durumlarda y? — 2> — 1 = 0 oluyor. Bu iki durum birbirine
denk ve p| y* — 2® — 1 oldugu durumlar oldugu icin S(p) < p— 1 olmak zorundadar.

(B) az® + bz + ¢ =y® (mod p) Seklindeki Denklemlerin Cdziim Sayis:

a,b,c € Z, p tek asal say1, « =0 (mod p) iken az?+ bz + ¢ = 12 {mod p) denkleminin ¢oziim sayisina
Jp diyelim:
P ax2+b:c+c 2 ax 2rbz e
G = LU 1) =pr (Y

olacaktir. Burada da Y7 _, (aeitbete) farakter toplamint hesaplamamiz soruyu ¢ozecektir. Oncelikle
=1 P G

suna dikkat edelim:
+ b 2 _ b? — dac
T % 4 |

Simdi iki durumu ayr ayr inceleyelim: (i) p[b? — 4dac, (i) p Jb? — 4ac:

+b2b2~4ac_ +b2(_d)
T % iz | TO\" T, med by -

az’+br+c=aq

(1) p| b? — 4ac olsun.

ar’ +br+c=a

Ispat: (22) = (a.b)5 = (0)5.(6)5 = (%)(g) (mod p). Boylece lemmanin ispat1 tamamlanmusg

) ((—xi—%’—)i) [Lemma 2 ’den]

;;:I(szpbr &) =37" (a‘(ﬂ———)): . ( P

a
)
—(a P ($+L>2
| = (2). Tty (L)
1((w+ ) v 1(%;) olacagr agiktir. le(ip—z-) =(p— 1) 1 —|—0 =p—1olup

P
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olarak sonuca vanlir.

(i) p [b% —4acolsun. d| = %, d= -bz4‘a‘§““ olmak {izere,
: ' b\? p2—4 .
az’ +bz+e=a K:ﬁ—l— %> ———45#} =a((z+d)? +d)

bulunur ve

cikar,

Lemma 3: 1<k<p-2= Zi;lz n* =0 (mod p).

ispat: u, p modiliinde ilkel k6k olmak iizere k # 0 ve k # p—1 ise,

p—1 Cop—-1 p=1 -1
ykp-1) 1
Enk = E:(u*)lc = }:(M)q = U= 0 (mod p)
n=1 s=1 s=1 U
bulunur.
p 2 P
d {p—1
D E ; )= 52+ d) %52 (mod p) .
z=1 z=1

(z% +d) 51 ifadesi binom agilimi ile yazldiginda terimlerin kuvvetlerine bakarsak, 2P~ teriminden
bagka, kuvveti p— 1 ’den biiyiik ya da esit olan hig bir terim yoktur. Ayrica bu ifadelerin z = 1,2, D
icin ayr1 ayr1 binom agihimlarini yazip toplayalim, aymi binom katsayisina sahip olanlan paranteze
aldigimizda bu katsayiya P AP (I<k<p- 2) seklinde bir carpan gelecektir ki’ Lemma 3 *deki
ispatimizdan, bu ifadelerin hepsi p ile bolintir. Dolayisiyla

P P
z(z2+d)(P;)EZZP_1+OEp—1 (mod p) .
z=1 - :

z=1

Bdoylece Z§=1(£gﬁ) = p—1 (mod p) oldugupu bulduk. . —p < Zgzl(fpﬂ) ZS p olacag aglktly
(Legendre sembolii). Bu aralikta almabilecek degerler —1 ve p — 1 “dir. Z‘::l(—z—]—;}ﬁ) =p — 1 olmasi
icin gerek ve yeter kogul (zzpid) ifadelerinden yalmiz bir tanesinin 0 ’a egit olmast ve geri kalan p — 1
tanenin ise 1 ’e egit olmasidir. 22 + d = 0 (mod p) = (p—2)*+d =0 (mod p) olmak zorundadir.
(d # 0 (mod p) oldugu igin z % 0 (mod p) olur.) Buna gore (Z—Z;’ﬁ) ifadelerinden ya hig biri 0 ’a
egit degildir ya da en az 2 tanesi 0 ’a esit olacaktir. Boylece geligki elde etmig olduk.

Dolaysiyla

5:1(%4) ==1,

2 . 2,2
by (etttete) o (a) 5 (S4d) o (a)

2
Qp = p+ 3o (2t = p— (2).
Sonug olarak,
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_fe+2lp=1) p| b - dac ise
q"‘{ - (&) p,H’--iﬂrclue}

giknr. Biylece genel bir ifade bulmug olduk. Simdi ba yontomi uygulamalards kullanalm;

SORU: (1991 IMO “ya Polonya tarafindan dnerilmistit) a,,¢c € & ve P tek a=al sy olmak fzers,
efer fiz) = az® 4 bz + ¢, 2p = 1 tane ardigik = tamsayi deferinde tambare oluyorsa, p| 87 = dac
olduguny gisteriniz.

Seruyu p > 3 igin ¢Orecefiz, Cozimil gorince gergekten pok kolay bir soruymug divebilisiniz. Ama
bu yontem kollanlinadan verilen ef2im vzun ve akin gelinesi zor bir chiziisdir,

COZUM: f(z) polinsanunu p wodiiliinde inceleyelim. Flz), = "in 2p = 1 ardugk tamsay degerinde
tamkare oluyormug. Bu # 'lerden Gyle p tanesini alalun ki bunlar ardesik p tane tansay olsun, Bo
durumda f(z) = y* (mod p) denkleminin gieim sayi en az p olacaktir, gilnku p tane ardigpk = degeri
p modiiliinde bir tam kalan sistemi olugturacakuir, Béyleee = "in her hir deferi igin en az bir lane
goziim pkbfindan en a% p lane goziine ulasilacaktn,

Lagrange Teoremine gore (bak. 6°), fiz) = 0 (mod p} 'nin copum sayiss en fazla polinomun derceesi
kndardir. Buna gire az? + bz + ¢ = 0 (mod p) denkleminin en Fazla 2 géziimii vardir,

flz) = y* (mod p) ifsdesinde ber = € {1,2,....p} igin en az bir tano y degeri bulabiliyorduk. y 2 0
{mod p} olursa en az iki ciziim bulabiliriz: (2,y) ve (2, —y). Buna gare J{z) = ¥ (mod p) ifadesinin
on az Ip — 2 tane giwiimi vardir, Simdi buldugumuz yontemi burnds kullanalig, flz) = ¥* (mod p)
denkleminin ¢ozlim sayis G, ise,

_[e+(3ip=1); p|b ~dac iz
QJ'—{ F-'_{EJI' p ¥ —Aac ise (#s)
bulunur. Bizim polinomumuzun en az 2p = 2 tane géaiitui vardr, p > 3 oldugu igin 2p-2>p+12>
p=(2) dolaymyla, p [ — dac clamaz. O habde p | B - dac clmaludir.

SORU: (7. Ulusal Matematik Olimpiyadi Birinei Soru) 0 < 2y, 2, w < 37 olmak dzere £7 + ¥ =
=+ w' (mod 37) denkligini saglayan (z,y, 2, ) srali tasayr dorthilerinin sayisim bulunuz,

GOZUM: Gorildigi gibi p = 37 bir nsal saydir. £ =0, 1,2, ..., p— 1 olinak fizere = -+ 1 =1 (maod
p) denklifinin géaiim sayisma a;, =* + w” = 1 (mod p) denklifinin ¢arim swyisna da b, diyelim.
Sonucun T3 ) (0a by ) olacags agiktir,

ag 't hesaplayalim. =* 4 4* = 0 (mod p) = ¥ = —22 (mod p). (a2} eitlifini hatirlarsak, ay =
{?:I{p- 1) + p oldugn giriliir. p= 37 = 1 (mod 1 = () =1 biyleceap=p=ldp=Ip—1=
23=-1=T3.

Jimdit = 1,2,...,p = 1 igin 0¢ 'yi hesaplayalion: 27 + 4 = ¢ (mod P)= ' =1-z2 (mod p). Yine
(#) esitlifini haterlarsak, her ¢t € {1,2,..,p— 2} icin a; = p—(=4) =37 - 1= 36 'dur.

b 't hesaplayalim: 2® + 4 = 0 (mod p) olup = =0 & y = 0 olacakur, Bu bir coziamdiir.

z F Ovey & 0iken x = y» clacak gekilde » £ {1,2,....p — 1} alalim. By durumds =? + 3@ =
P+l =241 =0 (tod p) = 41 = 0 (mod p), &* = -1 (maod p) olmahdir. Bu
sarts saflayan s lerin saymnm 3 oldufunu Lagrange Teorcminden siylevebiliriz. Buna gire her
=& {1.2,...p— 1} igin 3 tane y deferi bulabiliyoruz, Syle ki =* + 4* = 0 (mod p) 'dir. Buna gire
p =1 tane x igin 3(p — 1) tane yoziim ikilisi buluyoruz. Bir de (z,5) = (0,0) cizimi vardi. Baylece
by =3dp=2=3537-2 = 109 bulunur.

|
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Zﬁ;ll by = p® ’dir. Herhangi bi‘r {®,y) ikilisi bu toplamda tam olarak bir defa sayilacak ve boylece
toplam, (z,y) ikililerinin sayisina esit olacaktir. (z,y) ikililerinin sayisinin p? tane oldugu agiktir.

Simdi baga donelim ve Z{;;é ar.by, toplamim hesaplayahm:
R0 @k b = a0.bo + 02} arbi = a0 by + (p— 1). 021 by
= 73.100 4 36.(3_, by — bo)
=T73.1094 36.(p* — 3p+2) = 73.109 + 36.35.36 = 53317 .

Simdi de s6zkonusu yéntemi daha zor bir soruda kullanacagiz:

SORU: p > 3 asal say1 ve a = 0 (mod p). ispaﬂaylmz ki, 2> + az = y (mod p) denkligi vy 'nin
p—3i(p— ("73)) degeri igin ¢dziilebilir (y = 0,1,...,p — 1).

QOZI"JM: 2+ az =t (mod p) ifadesinin ¢oziim sayisinin én fazla 3 olacagini Lagrange Teoreminden
(bak. 6*) soyleyebiliriz. ° + az = y3 + ay (mod p) denkliginin ¢éziim sayisina bakahm: #® — 4 +
alz —y) = (z —y)(z* + 2y + y> + a) = 0 (mod p). e®+ay+y®+a =0 (mod p) denkliginin
¢oziim sayisini hesaplayahm. Eger bu denklikte de z = y ¢ozumleri geliyorsa onlar1 da sayacagiz. Bu
ikililerin sayis1 7}, olsun. Sabit bir z degeri igin z = ¢ diyelim:

c2+cy+y2+a:(c+§)2+3{—2+azo(modp),
—3y2
4

(c+ %)= —a (nlodp).

ay? ‘
Buna gore bu sekildeki (¢, y) ikililerinin sayist 1 + (i—Tpﬂ)-) "dir. Boylece biitin ikililerin sayist da

y=0 P y=0 r
= p_l( —(8y° + 461))
y=0 b

olarak bulunur. Yéntemimizi kullanarak bu toplamm degerini bulabiliriz:

Ty (PLHe) = (32 . (Qlinki p | 48.0)

Buna gére 2 + xy +y2 +a =0 (mod p) denkliginin (z,y) sirah ikili ¢dziim sayisi D - (l;)—s-) lmis.

Diyelim ki, % + az = ¢ (mod p) (¢ =0,1,...,p — 1) denkliginin yalnizca bir tane‘gézﬁmﬁ vardir;
bu ¢éziim ; olsun. Biraz evvel saydigimuz ikililer igerisinde (1, 21) ikilisi olabilir mi diye bakalm.

Farzedelim Id, (z1,2:) ikilisi gegiyor: o3 + 1.2, + 22 + ¢ = 322 + a = 0 (mod p) = 2 = 5% (mod
p). Boylece 1 = 0 (mod p) cikar. 2yt yita=0 (mod p) denkleminin ¢dziimlerine bakalimn:
T8 e 3,9
(y+2)_ 7 eSEgme=—a=— (mod . p) -

g—zi ifadesi kuadratik rezidiidiir ve 2 farkl y degeri i¢in denklik saglanir. Buna g('jfe de z; ’den farkls

olan y degeri icin y° 4+ ay = ¢ (mod p) olacaktir ki bu bagtaki kabulimiiz ile celigir.
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{0.1L,.,p—1}ikenz3+az = ¢ (mod p) denkliginin 3 farkl: ¢oziimii oldugu ¢ ’lere 3 'l ¢, iki
<t ¢oziimil oldugu ¢ lere de 2 ’li ¢ diyelim. 3 ’lii ¢ lerin sayst ¢z, 2 'li ¢ ’lerin sayis1 ¢y olmak
zere, 25+ ax = y (mod p) denkliginin ¢ziimiintin olmadigi y ’lerin sayisi 2¢s + ¢5 olacaktir. Her bir
3 'l ¢ igin 2 tane, 2 'li ¢ igin ise 1 tane y ¢oziime ulagamiyor. )

Simdi gostermemiz gereken sey p— (263 +¢2) = p— L(p (Z2), 2e34c5=L.(p~ (32)) oldugudur.
T, sayisinda verdigimiz sart1 saglayan ikilileri saymughik. 3 'l bir ¢ i¢in #1, #3 ve 23 ¢Sziimler olsun.
Biz T, sayisinda (z1,23), (z3,22), (21, z3), (z2,21), (22,23), (w3,21) ikilerini saydik. Bdylece bu
3 ’li ¢ 'nin ¢éziimlerinin olusturdugu ikilileri 6 sefer saydik. 2 'li bir ¢ icin ise, z; ve 25 ¢oziim
olmak tizere, T}, sayisinda (z1,25), (w2,21) ikilileri ile (z1,2,) ve (z9,22) ¢oziim ikililerinden yalmzca
birini saydik. Yalmzca birini saydifimz ispatlayalim. Farzedelim ki ikisini birden saydik. Buna
gére 323 +a = 3¢5+ a = 0 (mod p) = z? = 22 (mod p) oldugundan ancak z; = —us olabilir.
23 + azy = 2§ + azy = ¢ (mod p) idi. 2} 4+ azy = 2% — az; = ¢ (mod p) olacaktir ki bu da ¢ = 0
(mod p) demektir. Fakat 4 az = 0 (mod p) ifadesinin ya 1 ya da 3 farkh ¢ziimii olabilir. Ciinki,
z.(z® 4+ a) = 0 (mod p). = = 0 bir ¢dziimdiir. —a kuadratik rezidii ise, 2 tane daha farkh ¢oziim
gelecektir. —a kuadratik rezidii degilse, basgka céziim gelmeyecektir. Boylece 2 'l bir-¢ ’nin y ve
3 ¢ozimlerinin olugturdugu 3 tane 2 ’liyi sayiyoruz. Buna gore T = B.c3 + 3.y 'dir. Buradan da,

25+ =L (p~ (-"f)) bulunur ve ispat tamamlanir.

W

(C) =3 te= y* (mod p) Seklindeki Denkliklerin Coziim Sayis:
(i) p = 2 (mod 3) bir asal say1 olmak iizere 23 + ¢ = y? (mod p) denkleminin (z,y) gézﬁmﬁ

sayisma L, diyelim (£=1,2,...,p). L, = p+ Zﬁ:l(m—;ﬂ) olacaktir.

T() =3 (& ;E)
p=1

diyelim. T(1) = 0 oldugu Balkan Olimpiyad: sorusunda gosterilmigti.  Aym mantikla T(¢) = 0
(¢=1,2,...,p) diyebiliriz. Buna gére z3+¢= y? (mod p) denkligi p= 2 (mod 3) iken p tane ¢oziime
sahiptir.
(ii) s =0 (mod p) olsun. p=3m+1 = T(Ls%) = (£)T(¢) oldugunu ispatlayahm.
T(£.s%) = TIT0(22%) (= t.s dersek) ‘
— 383 .33 — 3 3
= iSy (BUERS) = (). (£
- S 3 3 - 3 3
=TI (8)- (50 = (2). 05 (B = (5).T). ;
(iii) p = 3m + 1 ve n, p modiiliinde ilkel bir kok olmak iizere T(L)+T(n*)+T(n*) = 0 oldugunu
ispatlayalim: -

— 3 — 3s — 3s
T(1) = SE20(55) = (1) + 021 () = 14 y0oi (el

=0 )
T(n®) = Coso(542) = (5) + Ao { (222 = 1.4 y02f (228,
) - _$3 714 n4 D — n3s ﬂq — Bsmd -
T(n®) = Tooo(T4) = (5) + T0oi (25eh) = 14 00} (222

ve boylece ‘ ; - o
() +T(n%) + Tn*) = 3+ CIL(22E) 4 (22208 (227
=343 D005 = 34+ 3001 ) - (2]
=3+3.(-1)=0.
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(D) «® + kz = y* (mod p) Seklindeki Denkliklerin Gdziim Sayisi

p = 4m + 3 seklinde bir asal say1 ve k& # 0 (mod p) iken z2 + kz = ¢/ (mbd p) denkliginin ¢oziim
say1s1 :

~1
z —i—kx
SO

olacaktir.

22+ ke

=0

olsun. s(k) = 0 oldugunu gosterelim. p = 4m + 3 oldugu icin (—1—) ="—1 "dir. Boylece z % 0 (mod

p) iken (2 ‘“””) ve (=% ~’l“”) ifadelerinden tam-olarak bir tanesi 1, bir tanesi-—1 degérini‘alir. Buna
gore
3+ ke e
+ =0
( ; )+ ( - )
olacaktlr z=0 = (—'*'—) = 0 ’dir. O zaman s(k) = 0 olur. Denkligin ¢dziim sayist da p olarak
bulunur..

TARTISMA VE SONU(Q

fy 1. ve 2. dereceden bir polinom iken genellemeler getirilmez. 3. derecede iken dzel durumlara
gozlimler uretilmistir. Genellemelerin kullamsh oldugu gériilmiis, konu ile alakali sorulara kolay
goziimler getirmede kullanilabilirligi anlasilmigtir.
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