PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyarr: Dergimize aligtirma problemlerinin ¢o-
ziimlerini degil, yalmzca yarigma problemlerinin
coziimlerini yollaymmz. Cozlimleri gonderirken
litfen su noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢6zimiini ayri bir kagida okunakl
ve anlagihir bir bicimde yaziniz.

- Kagidin sag tst kdsesine adimzi, soyadinizi,
adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve sinifiniz
yaziniz.

~ (oziimleri, Alkdeniz Universitesi, Matematik
Boliimii, 07058-ANTALYA adresine 31 Ocak 2001
tarihine kadar gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.221. Terimleri tamsayilar olan bir sonsuz
aritmetik dizinin bir teriminin tam kiip oldugunu
varsayalim: Bu dizinin terimleri iginde sonsuz
goklukta tam kiipler bulundugunu kanitlaymiz.

A.222. Istenilen dért tanesinin bir ortak noktas
bulunan beg ¢emberin beginin de bir noktadan
gectigini kamtlayiniz.

A.223. Dizlem tzerinde ahnmig A, B, C, D nok-
talar1 dyledir ki, herhangi P noktasi igin |[PA| +
|PD| > |PB|+ PC| esitsizligi saglanmaktadir. B
ve C' noktalarinin AD dogru pargas tizerinde bu-
lunduklarnm ve |AB| = |CD] oldugunu gosteriniz.

A.224. Negatif olmayan her a ve b sayilan igin-
1
2

egitsizliginin saglandigini gosteriniz.

(6484 1a+1) 2 v+ b/

A.225. ABC tuggeninin [AD] yiiksekligi iizerinde
* bir P noktasi aliniyor, BP ve CP dogrularmin
[AC] ve [AB] ile kesisim noktalar sirasiyla B ve
F ile gosteriliyor. [DA ’nin, FDE agsna ait
aglortay oldugunu ispatlaymiz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y.221. . Her ¢ = 1,2,3;.,n igin = > 0 ve
z1+ 22+ 23+ ...+ 2, = 10 bagintilarini saglayan
T1,%2,%3, ..., 2, sayllarnicin S = zyzotisxst..+
Tp-1%n toplaminin alabilecegi en biiyiik degeri
bulunuz. )
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Y.222. Her' n € N igin sistemin tim reel
coziimlerini bulunuz:

66‘1+3L’z+273++$n:3

i+ i +od+.+al =32

i +2f + 2k + . a) =37

Y.223. Hr aLlvel>z1 >3 >..>2, >0
sayilar igin

(IT+zi+zo+ ot 2n)®
<14 1971 4 90-lge | ppa—1gQ

egitsizliginin saglandigim gosteriniz.

Y.224. Uzayda-uzunluklan esit olan 3 dogru
pargasi rasgele yerlegtirilmigtir. - Bu  pargalarn
ortogonal (dikey) izdiigimlerinin esit oldugu bir
diizlemin varligini gosteriniz.

Y.225. Bigimini-  degigtirmeyen - bir  ABC
tiggeninin A kogesi sabit olup B kosgesi bir gember
izerinde hareket etmektedir. C kogesinin geo-
metrik yerinin bir ¢ember-oldugunu ispatlayimaz.

COZUMLER

A.211. Her biri 1 veya —1 ’e egit olan ay, as, ...,
a, saylariigin ajas+asaz+. .. Fap_10,+ana; =
0 esitliginin saglandiga bilinmektedir. n sayismin
4 ’e bolundigini kanitlayimsz.

Coztim. Her ¢ i¢in ‘a; = &1 oldugundan, her
5,7 =1,2, .., nigin a;a; = £1 olacaktir. Dolay1-
siyla, (aras).(aza3)...(ana1) = £1 olmahdir. Ote
yandan, (a1as).(asas)...(aya1) = (azaz...a,)? > 0
olacagindan, (ajas).(asas)...(agar) = 1 oldugunu
soyleyebiliriz.. Oyleyse, aras, asas; ..., an_1an,,
anpay sayllan igerisindeki negatif sayilar ‘sayisi
(ona m diyelim ) ¢ift olmak zorundadir: m =
2k. Fakat, ajay + agzas + .. 4+ apiia, +
anay = 0 oldugundan; ajag, asas, ... , Gn_104,
anay sayllari igindeki pozitif sayilar sayis1 negatif
sayilar saysina egit olmaldir. Dolayisiyla, n =
2m = 4k ve n, 4 ile bolinmek zorundadir.

A212.-1,°2, 3, ..., 80, 81 sayilarmm tiimi,
birim karelere ayrilmis 9 x 9 karesinin hanelerine
rasgele yerlestiriliyor. Sayilar nasil yerlegtirilirse
yerlegtirilsin, ortak bir kenar: bulunan ve iclerine
yerlegtirilmis sayilann farki en az 6 olan en az iki
hanenin bulundugunu ispatlayimz.



am. Ortak kenarlar bulunan karelere komsu
diyelim ve 1 ile 81 ’in bulundugu kareleri
ren “komsu kareler zincirine” bakalim.
ide bu tiir “zincirler” ’den ikisi taranmigtir.)
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R

1ki durum sozkonusudur:
(I) 1 ve 81 en uzak karsi koselerdedir.

(I) 1 ve 81 ’den en az biri en uzak kars:
kogelerde degildir.

L. durumda kargt koseleri birlegtiren herhangi iki
“zincire” bakalim. 17 haneden ibaret olan bu zin-
cirdeki sayilara ay,as,...,a17 (a1 = 1, a;7 = 81)
ve by, by, ..., b7 (b1 =1, byr = 81) diyelim.
80=81—-1= (81 - (116) -+ (als — (115) + ...
+(az — as) + (az — 1),
80 =81—1=(81—by6) + (brs — b15) + ...
+(bs = b3) + (b2 — 1) (2)
esitliklerine bakalim. Eger (1) toplaminda tim
parantezler < 5 ise, toplam 80 ve parantez
sayist 16 oldugundan, parantezlerin her biri 5
‘e esit olmali, dolayisiyla, {as,as,...,a15,a16} =
{6,11,17,...,76} olmaldir. O halde (2) ifadesinde

5 ’ten kiigiik parantez(ler) ve dolayisiyla, 5 ’ten
biiyiik parantez(ler) bulunacaktir.

1)

II. durumda 1 ve 81 ’i en fazla 16 hane igeren
“zincirle” birlegtirebiliriz. - Bu hanelerde yazilan
sayilara ¢; = 1, e, 3, ...; ¢y = 81 diyelim. Bu-
rada n < 16 oldugundan,

80=81—-1=(8l—cp_1)+(cne1—cCn_2)+...
+(ca — 1)

esitliginde parantezler sayis1 < 15 ve dolayisiyla,
en az bir parantez > 6 olur.

A.213. az—{—% bir tamsay ise, her n € N igin 2"+
x% sayisinin da bir tamsay1 oldugunu kanitlayimiz.
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Cozum. Tlmevarun uygulayalim.  Her k =
1,2,..,n—1,n icgin z* + ;1; sayisinin bir tamsay1
oldugunu varsayarak, "1 + —L-

oldugunu gosterelim.

’in de tamsay1

z+ % ve 2" + -:;1,; sayilar tam oldugundan onlarin
carpimi

(@+3)(@"+5x) = (@ )+ )

ki

yine bir tamsayi olmalidir. éyleyse,

1

prtl + xn_l)

1 1
poras) —(“‘;)(m 'l':‘s',;)—(ﬂ9 +

sayist da bir tamsay1 olacaktir.

A.214. z sayisimin tam kismini [z] ile gosterelim.
e+ 2 = [o] + I%S]T denkleminin tam olmayan
kokiintin kesir kismimi bulunuz.

Gozim. (z = [o])(1- ) = e+ %)~ (o1 +
%) = 0 esitliginden ve z # [2] kogulundan

99
z[z] ‘
olur. z=n+d (n €% 0<d<1) dersek,
n{n +d) = 99 elde ederiz. n > 0ise, n? < 99 <
n(n+1) olmahdr ki, bu miimkiin degildir. n < 0
ise, n(n + 1) < 99 < n? egitsizliginden n = —10
ve n(n + d) = 99, n = —10 egitliklerinden de

1 =0 zJz]=99

=99 =d= —%—1—10 =10-9,9=0,1

elde edilir. Boylece, denklemi saglayan z ’in kesir
kismid = 0,1 dir.

~10(~10+d)

A.215, Diuszlemde ayni dogru tuzerinde bulun-
mayan A, B, C noktalan ile bir k € RT sayis: ver-
iliyor. |PAJ?+|PB?|+|PC|? = k gartin saglayan
P noktalariin geometrik yerini bulunuz.

Qﬁzﬁm. A($17y1)3B($2392))C(x3)y3)ap(xay)
olsun. Verilen garttan, :
(z—21)’ +(y—w) + (2 —22)* + (y =~ 12)°
Ho—ws) + (y—us)’ =k

-ya da

3(o — Exetsa) 4 (y
+3[(zs — 22)? + (y3 — 12)? + (&1 — 23)?
iy —ys)? + (w2 —w1)? + (2 — 1) ?] = k.
ABC tiggeninin agirlik merkezi

<$1+$2+:€3 y1+yz+y3>
¢ 3 ! 3

Yit+yz+tya )2]
3
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oldugundan |PG|%= % [3k — (a2 + b2+ Cz)] bu-
lunur.
1. 3k < a? + b2 4 2
kime, ;
2. 3k = a® + b? L2
noktasi,
3. 3k > a? +b? + ¢ . ise, geometrik yer &
merkezli ve (\/3k —(a? 02+ c2)/3>
bir ¢cemberdir.

ise, geometrik yer bog

ise, geometrik yer G

yaricapl

Y.211. Dogal sayilar kiimesinin agagidaki
kogullar saglayan 2001 altkiimeye parcalanip
parcalanamayacagini belirleyiniz:

(i) Altkiimeler ikiger ikiger ayrik ve hig biri bog
degildir. ;

{(i1) Altkimelerin birlesimi tiim dogal sayilar
ktumesidir.

(iii) Bu altkiimelerden herhangi 2000 tanesi
secilir ve. bu 2000 kilmmeden birer tane ele-
man secilip bu elemanlarin 2000-inci kuvvet-
leri alinarak elde edilen 2000 sayi garpihrsa, bu
carpium, segilmeyen kiimenin elemamdir. (Alp
Simgek; Izmir Fen Lisesi)

Coztim. Bdoyle bir pargalanma miimkiindiir.
‘& € N olmak iizere ¢ = PPyt
(p1,p2, Pk asal ;  oq, 0,08 € N ise,
fla)=a1 + as + ... + oy olarak tanimlayalm.

Altkumelerimiz Ay, Ay,
tanimlansin: Her ¢ € N igin

.. Asgoo  s0yle

fla) =1 (mod 2001) & ac A

olsun. Yani her dogal say: a 'y1 f(a) 'min 2001
modunda degeri olan indisli altkiimeye koyalim.
Bu altkiimelerin ilk 2 gart1 sagladigi agiktir. Ote
vandan f fonksiyonunun her a,b,n € N icin
) = fla) + f(b) ve f(a™) = nf(a) sartlarin
sagladigt agiktir. O halde, 3. sartta disanda

2000} — {¢} segersek,

) =2000.3"¢5, f(aj)
0.2 ses, 3 (mod 2001) -

Dk —1i) (mod 2001)

—~ 1) (mod 2001)

i

il

= {mod 2001)

n o kime A; ise, a; € 45 ; j € 5 =
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olur. O halde, Tljes,a3°°" € 4; olur. Yani 3. sart
da saglanir.

Not: Cozum takip edilirse 2001 yerine herhangi
tek say1 alabilecegi gorilir.

Y.212. a, b, ¢, d pozitif reel sayilar ve be > ad
ise,

Vie+e)2+ (b+d)? < Va2 + b2+ \/c2+d?

<b++/(a-+c)?+d?

oldugunu gosteriniz. (M. Bumin Yenmez; Izmir
Ozel Yamanlar Lisesi)

Céztim. Ilk basta sol tarafi gosterelim. Koor-
dinat sisteminde P(a,b), Q(a + ¢,b + d) alahm.
Uggen egitsizliginden OQ < OP + PQ olur.
Boylece,

\/(a—l—c)2+(b—|—d)2S\/a2+b2+\/02+d2.

Q

0 a » ¢

Simdi sag tarafa bakalim. Dik koordinat siste-
minde P = (0,8), @ = (a,b), R= (a+¢,b+d),
S = (c,d), M = (c,0) ve K = (a+ c,b) alalim.
Sekilden gorildiigu gibi

A A A A
OSM~QRK = SOM=R@K .

R(a+e¢,b+d)
P(0,0) Qa,b T K(a+c¢,b)
S(e, d)
0 Mo

A A A
2 > 4 oldugundan, QOM>SOM=ROK ve bu-

a — ¢

A 4o
rada OQR< 180° olur. O halde ) noktasst OPR

‘nin igindedir.



@ noktasindan OQ ’ya qkilan dikme ve RQ ’ya
cikilan dikme PR ’yi, swrasiyla L ve N nokta-

larinda kessin. OCAQR< 180° oldugundan, LQ/Z\N>
0° olur. Boylece PL + PO > LO > 0Q ve
NR > R@)’dur. O halde, OP+PL+ILN+NR >
0Q + QR; yani OP + PR > OQ + QR ’dir ki,
bu b+ /la+c)2+d2 > Va?+b2 + \/cz—{~£i2

oldugunu gdsterir.
(Cozen: Tiirkay Yolcu (Ankara) ).

Y.213. P, ABC uggenl 1gmde ahnan bir nokta

olmak iizere; PAB PBC PC'A icgenlerinin
gevrel gember yamgaplarl sirastyla, Ry, Ry, Ra
olsun. Buna gore,

1 + 1 N 1 S 1 + 1 1

PA PB PC ™R Ry Rs
esitsizliginin saglandiim gosteriniz.  (Ahmet
Cetintas; Ankara Samanyolu Lisesi)

Cozum.

Sozii edilen ii¢ cemberin P ’den gegen caplarmin
gemberi ikinci kez kestigi noktalar D, E, F olsun.
Buna gére PE = 2R3, PD = 2Ry, PF = 2R, ola-
caktir.. §imdi P noktasina gére diizlem iizerinde
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bir-evirtim fonksiyonu tamimlayalim. P noktasi C'
noktasint PC dogrusu iizerinde PC.PC’ = 1 ola-
cak sekilde (C ’ye yakin tarafta) bir C’ noktasia
gotursin. Buna gore yukandaki gekli P noktasina
gore evirtirsek,

» o

haline gelir. Bu sekilde P, ABC {iggeninin icinde
bir nokta ve D', E' ve F', P unoktasmin ke-
narlara olan dikme ayaklaridir. Bu durumda
Erdos-Mordell egitsizligine gore

PA'"+ PB'+ PC' > 2(PD' + PE' + PF')

olacaktir.
PAPA"'=1, PBPB" =1, PC.PC' =1 ,
PD.PD'=1y PE.PE'"=1, PEPF' =1

oldugunu - biliyoruz. Yukandaki esitsizliklerde
bunlar: yerlerine yerlestirirsek,

1 1 1 2 2 2
tomrt e o o ——

PATPB PC=PD " PE " PF
L1
"Ry Ry Rs

elde ederiz.

Y.214. Merkezi bir A; noktasinda ve yaricap: 1
olan dairenin iginde, A; ’den farkls, rasgele, Ay,
As, ..., Aipo noktalan ahnm1§t1r 1 <k <
100 olan her & tamsaywsi igcin Ay 'dan Ay, As,

, Ap—1, Agy1, ., Argo noktalarna olan
uzakhklardan en kugugu ay, ile gosteriliyor. Bu
durumda

al+ai+...+a,<9
oldugunu kanitlayinz. -
Cozim. Merkezi Ay, (k = 1,2,..,100) nok-

ﬂk

tasinda ve yarigap: olan daireye Dy diyelim:
Dy ’larm birbiriyle kes1§medi§i aciktir. Ote yan-

dan, Dy ’larin hepsi merkezi Ay ’de ve yarigapi 1%
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olan dairenin iginde bulunurlar. Bundan dolay1,
Dy, “larin alanlar toplamu 11 varigaplt dairenin
alanindan kiiglik olacaktir:

2 210042 312
ZV () <n(3) :

Y.215. Agilan arasinda, C =3 B 9 A bagintisi
bulunan bir ABC ticgeninde a, b, ¢ kenar uzun-
luklarin géstermek tizere, be+ ca + ab ifadesinin,
bu liggene ait gevrel gemberin R ile gostemlen
varigapi cinsinden degerini bulunuz.

Céziim. A', B/, ¢
H : ortosantri, O :

yikseklik ayaklarmni;
cevrel cemberin merkezini

gostersin.
;\1_ T 1%“ 3w 6_ O
13T 13 YT 13
olup, n dogal sayisi icin cos 2E i3 = —cos(13—n) &
ve

1+LOD—+COS4W+ —!—coszf—s’f—{—cos r =0,

cos B—i—...—%—cos L — oo 14—”-{— ~cos =38 24” = —

13
“dir.

1
27

2 = cos 2w io 6 n 8w
co 3 08 B Ccos — 13
47 107w 127
Y = €OS —— + cos —— -+ cos

13 13 13

kabul edildiginde cos A + cos B + cos €' = —y Ve
42* 4+ 22 — 3 = 0 bulunur. Buradan

VIB-1  —/T3-1

4 YT T

elde edilir. (z +y = —% ve zy= -2 tiir.)
|HA'| = |2Rcos B cos C| = —2Rcos B cos €

= ~R[cos(B — C) + cos(B + )],
NHB'| = —Rcos(C — A) + cos(C + 4)],

|HC'| = R[cos(A — B) + cos(A + B,
[HA'|+ [HB'| - |HC"| = R(—z — y) =
OIP+|0H[? = R? = 2Rr + 9R? —a? —}? — (2,

'H»=8R?sin 4 sin Bsin € C

B
2

2 2
= 2R? (cosA+cosB+c0sC—1)
=Ry,

SRR SRy 4R%(sin? A + sin® B + sin 20)
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= 4R?*(3 — cos® A — cos® B — cos? ()

= 2R2(3 —z) .
ve buradan
|OI + |OH|? = R*(6 + 22 + 2y) = 5R?
bulunur ve
be+ca + ab

= 4R?(sin Bsin C +sin C'sin A + sin A sin B)
= 2R?[cos(B — C) — cos(B+ C) + cos(C —

A) — cos(C' + A) cos(A — B) — cos(A + B)]
=2R*(z —y) = R%V/13

elde edilir.

(Coézen: Naim Uygun (Be§ikta§—fstanbu2) ).

SAYIN OKURLARIMIZ...

Onceden .yaymlanm@ olan “Matematik Diinyas1”
dergisinin  sayilar1,  tanesi 750.000- TL
kargihgimda, satiga sunulmustur. Bu sayilar edin-
mek isteyen okurlar, tutarim Tiirkiye Is Bankas:
Antalya (Sarampol) Subesi 6207-30000-271783
no’lu Dogan (Coker hesabina yatirip, dekontun
bir ornegi ile istedikleri sayilari bize gonderdikleri
takdirde, sozkonusu sayilar adreslerine posta-
lanacaktir.

Elimizde Bulunan Sayilar:

Cilt 1 - Say: 1,2,3
Cilt 2 Sayi: 1 5

Cilt 4  Sayi: 4

Cilt 5 Sayi: 1

Cilt 7 Say1: 1,2,3,4,5
Cilt 8  Sayi: 1,2,3,4,5
Cilt 9 Sayi: 1,2,34




