GEOMETRIK ESITSIZLIKLER

Mehmet Sahin
Ankara Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik BShimii, Tandogan , 06100-ANKARA

o-prastia; sahinm @ science ankary.cdu.tr

4
ABC Dggeninde B: gevrel gember yangapt, r: iteget cember yangapy, s: yan gevre, T: alan, a, b, ¢ ilggenin
BC, AC, AB kenarlarinm uzunluklan, h,, by, h.: Ugenin yiikseklikleri, m,, my, m.: Gegenin kenarortaylan, r,.
i Te: Uggenin digtefed qemberlerinin yangaplar, w,, wy. W.: Bggenin ig agonaylarim gosteriyor,

A
Teorem 1. ABC “de

9
Or<m, + m,+ mh.‘sT

“dir. Esitligin olmasi igin gerck ve yeter kogul iggenin eskenar olmasidir,

Kanit: Eyitsizligin sol yam 1[I]. (1.1} "de gOsterilmigti. Diger yan kantlayalim. V x, y. z pozitif reel savilan
igin (4 y+ 2 S3x+ '+ 27 egitsizligin kullanacapiz. p=m, + my+m, diyelim.

Pl (my s my+m) 3. (md ¢ my +ml) (1
&
olur. ARC 'de
m1=b1+:] ._i m1_11+l:1 __1 m1=n’+h='_i
. 2 - e 4" 2 4

oldugu biliniyor. Bunlar taraf tara (s toplanarak mi +mi +m:r|_ =:3';-|E::| +b® +¢) bulunur, Bu(l) "de yerine
yazilisa pte 3.%{;%1:*”11 ‘dir. [2) (35) "den
al+b? 4c? cop? 2

G 4
olup ]:ISI.SI'Rl :pﬁ% bulunur. ABC egkenar iiggen ise, Elr:-m,+n+m¢-% *dir.

i}
Teorem 2. ABC "de
]
: bt P L L 5[%)
“dir. Eyitlifin olmas: igin gerek ve yeter kogul, Gggenin eskenar ve n= | olmasidir (ne N' ).
. F F F
Kamit: pw ) +ry 41 diyelim, 1, e oldugundan
EI FI Fl1
p= + +
(s—a)" (s=B)" (s—c)"

ve animetik-geometrik ortalama cyitsizliginden
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p>3.F", ! , 3
Vi -a)s-b)s—o)"
5 _3s-2s _ (s—a)+{s=b)+(s—¢) Zi/(s—a).(s—b).(s——c) ,
3 3 3
- ! > 3 @)
3Ys-a)(s—b).(s—c) s
; ; S .
olup  (4) esitsizligi  (3) de  kullanilirsa p>3.F" [ ~—) ve F=rs oldugundan
s
p 23.r“.s“.§— = p>3"1r" bulunur. Esitsizligin sag tarafi icin  x = F ;Y L .z = E-
s" s—a s—b s—c¢

olmak tizere x" +y" +z" <(x+y+2)" , ne N' (x,y,z€ R") esitsizligini kullanacagiz.
p=r, +1p +r1, S(r, +1, +1)"

Ve T, +1, +1, =r+4R olup 2r<R (Euler esitsizlizi) kullanilirsa

n. n
p<(r+4R)" S(%+4R) = pS(%R—]

bulunur.

A
Sonu¢ 1:  ABC iiggeninde

n
3000 < 4t s[%ij

"dir. Esitligin olmast i¢in gerek ve yeter kosul, ticgenin eskenar ve n = 1 olmasidir (me N*).

Kamt: Esitsizlifin sag yam h, <m,, hy, <m,, h, <m, esitsizliginden agiktir. Sol yani aritmetik—
geometrik ortalama esitsizligi ve 2F =a.h, =b.h, =c.h,, F=r.s esitlikleri kullamlarak gosterilebilir.

A
Sonuc¢ 2: - ABC iiggeninde

. . n
3 <w! rwl e w! S[—?—R—) ‘
a b c 5
"dir. Esitligin olmasi igin gerek ve yeter kosul, iicgenin eskenar ve n=1 olmasidir (ne N1).

Kamt: Esitsizligin sol yant h, <w,, hy <w,, h, Sw, esitsizliklerinden agiktir. Sag yani ise W, <m,,
Wy, Smy,, W, <m, esitsizliklerinden ve Teorem 1 ’den agiktir.

A ; cn
Problem: Dar agili bir ABC ii¢geninin AA, BB/, CC yiikseklikleri ciziliyor.

(a) A’B’C’ iiggeninin kenar uzunluklarmina’ = acos A, b"=bcos B, ¢” = ¢ cos C oldugunu gésteriniz.
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a
() ABC "ninzlam F, ABC" 'ninalam F, ise E.F-:I 2oos A cos BeosC oldufunu phsteriniz.

€} cos A+ousB +msf.!=t+% olduguny gisicriniz,
Clizlim:

(a) ABB wve AA'B dik dggenlern aym  hipoeniise sahip
olduklanindan ABA’ BT bir kirigler dirtgenidir. Avm sekilde ACA'C'

disetgeni bir kirigler dongenidir. Dolayisiyla m(BA'C) = m(BAC) dir.
Ay gekilde, m{[';;:'ﬂ'} - m{H;E} olup buradan
m(BAC) = 180" - 2m(BAC) “dir.

Ay dilyinceyle m{A'ﬁ'c} = 180° -m{aﬁ::} ve

m[h'&'ﬂ] = 180° -Em{A.EfB] alur.
IB'Cl me, |a7C’| =1, |A"B*| =2" olmak bzere A'B°C
Gggeninde Sinlks Teoremine glre
¢ __|ec]
sinC  sin(BATC)

fi
ve BEC ‘de |BC|=a.cosC oldupundan

-4 =E-msﬂ . ﬂ_cn.sinﬂ.mc =:“‘:,=:.:.1'|1El::
sinC  sinA sin A 2sin A
ﬂ a
ABC “de Sinus Teoreminden i =2R oldufundan ¢" = R.5n2C bulunur. Benzer sekilds
b"=R.sinB,a =R . sinA (5}
elde edilir.
A

ABC ‘ninq:ﬁtlti:mh:rininmtﬂj 0 ve O "nun [BC] “ye uzakb@ P,.
[AC] 'yeuzakligs Py, [AB] ‘veuzaklips P, olsun.
A

m{COB) = 2.m{BAC) oldugundan OBC ‘de alan bagsntisindan

A
m{DBCJ-a;-H‘squ=“—fl

A P,
‘den R'=sin2a=aP, ve ODC 'de -E'--nm.ﬁ. v




Mehmet Sahin : 5

o=A oldugundan R?.sin2A =a.cos A ise, (5) ’de R.sin2A=a.cosA vazilinca, 2= a.cos A
bulunur. Benzer sekilde b =b.cosB, ¢ =c.cosC elde edilir.

et Ty A c o 0.
(B) AGAB C)=F, idi Fh:bc.sm(BCA):b.c.smﬂSO 2A)

2 2
bcos B.ccos C.sin 2A
F, =
2
_ bc .cos B.cos C.2sin A .cos A
2

Fy =bcsin A.cos A.cosB.cosC

= 2F.cosA.cosB.cosC

ve buradan
F%‘chosA.cosBcosC
bulunur.
A
Not: ABC ’de Kosiniis Téoreminden .
2.2 .2 2,2 12 2 2 _ 2
COSA:u—a—, COSB=1’—+~C—L, Cosczuu
2be 2ac 2ab
oldugundan
fh_zz_(b2 +c2-a?)(@?+c?-b?)(@? +b2 ~c?)
F (2ab) (2ac) (2bc) ’
B, (2 +c’—af)(@?+c2-b)(@® +b? —c?) ©
F 4a%p2c?
*dir.

(c) Doniisim formiilleri yardimiyla
. A B . C . g s
cos A + cos B +cos C =1+ 4. sm—2~. smz. sm—2— oldugu  kolayca gosterilebilir. - Simdi

. A . B . C . . - . o N .
Sil—, S — Ve sin— ’nin kenarlar cinsinden degerlerini bulalim. iki kat formiiliine gore

! A 2,2 .2

cos A = 1 —2sin? A veya 2sin’ ==1-cosA ve ABC tcgeninde cos A = LA
2 2 2bc
oldugundan
2.2 .2 2 2
- ~(b- ~b+c)(atb-
2sin2é=1_b*+c~__a;_ﬁzsinzé_—_i_(bhc) =3 Sinz_A_z(a C)(a C) .
2 2bc 2 2bc 2 4bc



a+b + c=2s oldugundan sin? é =
2 4be 2 be

SinE:"m(s—a)(s—c) ve singz ——-———(Sha)(s_b)
2 ac 2 ab

Benzer sekilde

bulunur. O halde

»—-——————2(5 —b).2(s=¢) ve - sin A = _____(s mLIC - 9 *dir.
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E-2)(s-b)(s-¢) ,

=1+4. dir.
abc
A
ABC iicgeninde abc=4RF ve F=s.r ve F=s(s—a)(s—b) (s —¢) oldugundan
P2
TS r?.s? T
cosA+cosB+cosC=1+4 .- =1+~ =]+—
4RF R.F.s? R
bulunur.
Sonuglar

A
(@ - A’B’C’ ucgeninincevresi C” ve Cevre(ABC)=2s ise, C'<s ’dir.

. A .
(b) Alan(ABC)=F, Alan(A’B"C)=F" ise, %S “tiir.

e

{© cos A+cos B+cos C< "dir.

o] w

Kamit: (a) Sekil2 ’den

A P, b.P P
A(ABC):F:a' 2 b b+c. . =a.R.cosA+b.R.cosB+c.R.cosC
2 2 2 2 2 2

=%,(a.cosA+b‘cosB+c.cosC),

2rs

cosA+cosB+cosC=1+4 .J(s—b)(s—c) M\/(s—a)(s——c) .\/(s—a)(s~b)
be ac ) ab

F:%—.(a'+b’+c’) ve r.s:%—.@s’), Q’:Zs’:—R-— ve 2r <R oldugundan C° < s bulunur.

(b) Aritmetik—geometrik ortalama esitsizligine gore

1+—};—=cosA+cosB+cosC23.3w/cos4A‘cosB‘cosC olup ¢cos A.cosB.cosC< ;17—(1+—r——

3
>diir.
R

2r <R oldugundan
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101y 1
cosA.cosB.cosCL&— 1+—| == ’dir.
27 2 8

A

! bulunur. ABC {iggeni eskenar licgen ise

Boylece, %zlcosA.cosB,cosCSZ.g:

ve S

=y |

1
4

B

F o1,
— =—"tiir.
F 4

() cosA+cosB+cosC=1 +?;— ve 2r <R oldugundan

COSA+cosB+cosC< 1+—;-:% *dir.
A
Teorem 3. ABC uggeninde yitkseklik ayaklarimin olugturdugu tiggenin (ortik tiggen) alani F, , agiortaylarm

kargt kenarlari kestigi noktalarm birlestirilmesiyle olugan ticgenin alani F,,, kenarortaylarin karg: kestigi
noktalarin birlestirilmesiyle olusan ii¢genin alani F,, ise,

( 2r) .F, <F, <F, ‘ 7
R
"dir. Uggen eskenar ise esitlik vardir.
A
Coziim: A(ABC)=F ve [3] ’den
Fy 2abe
= (3

F (a+b)(b+c)(cta)
*dir. (6) ’dan

B, (b2+c’-a?)(a?+c’ —b)(@® +b% ~c?)

F 4a%p2c?
olup son iki egitlik taraf tarafa oranlanirsa,

K. » 8a’b’c? .
By (@+b)(b+co)(c+a)(b? +c? —a’)(@? +c? -b?) (@ +b% —c?)

©

olur. Aritmetik—geometrik ortalama esitsizliginden

(B +c?-a) + (@ +ct-v)+ @+b*-cH) = 3-3\/(b2 +cr-a?)(@? +¢? -b%)(a’+b%-c?)

olup diizenlenirse,
1 3 }
(b +c?-at)@* +c? -b) (@2 +b2—c) (a2+b?+c2j
olur. [2] (35) *den a®+b*+ c?<9R? oldugu kullanilirsa, )
1 3
(02 +c2—a2) (a1 c? _b2)(@l + b’ —c) 2(9R2~j T 27R® (10




Aehunet Jalin

olur. [5] 'den (b+¢) (e +a)(a+b) =25 (5" + ' + 2Rr) alup |6] 'dan 255 3R 2SR esitsidikleri
knliamilirsa
| 1

fb+t}{l=+ﬂ}{ﬂ+h}E141r]_R"
elde edilir. (100 ve (11) esitsizlikleri ve abe= 4RF csitligi (9) "da kullanshrsa,

(1)

K, RURF P RLP < 259
F, Qm54HRYY PHRE2Z2RL.E 3RS

F=r.s egilligi ve [6] "don s* 2277 egitsialifi kullandirsa,

E,2rs 206hy 24 F ) e
Fna.'!*.ﬁ.l’f.‘_ ¥R R R E(R] olup (7) egitsizliginin sol yam kamilansmg cldu.

A
Sl sa yam kamilayahm, ABC Oggeninds

h.
F

- | =

(12)

oldufu acikier, (X) ve (12) cyitlikleri tarafl tarala orunlanarak,

L3 £ (13)
F, (@a+bi(b+c){c+a)

elde edilir. [4] "ten  Boyz S (x+ ¥) (v + 2) (2 + %) olup _—E.-*_:I ve P 5F, “dir, Boylece caitsizligin
kanty tamamdansr.
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