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Bir gogumuz igin, Pisagor Teoremi ile tamsikhgumz geometri kavramlarini ilk 6grendigimiz yillarda
baglar. Bilindigi gibi, bir dik tiggenin kenarlarmimn uzunluklari a, b ve hipoteniisiiniin uzunlugu c ise,
bu durumda a, b, ¢ sayilar arasinda a?+b% = ¢? bagintis: vardir. Teoremin ispati, yilzlerce yildir mate-
matikseverleri mesgul etmis, yiizlerce farkli ispati yapilmigtir. Hatta, E. S. Loomis ([5], 1968) Pisagor
"Teoreminin ispatlarini toplayarak olugturdugu “The Pythagorean Proposition” isimli kitabinda tam
370 farkh ispat oldugunu iddia eder ([5], sayfa 269) ve ispatlarin heniiz son bulmadiini séyler.
Gunumiizde Pisagor Teoremi ile ilgili galigmalar ve ispatlar Loomis ’in sbziinii dogrular nitelikte-
dir. Bu yazimizda, son zamanlarda L. Hoehn ([4], 1997) tarafindan yapilan oldukca yalm ve cekici
ispatlardan bazilarini sizlere sunmak istiyoruz.

Tk olarak, Sekil 1 ’de gosterilen EDCF dikdortgenini dikkate alahm. Bu CD kenan iizerinde bir A

A
noktasi ve C'F kenari iizerinde bir B noktasim EAB bir dik agi olacak sekilde, isaretleyelim. Elde
ettigimiz ABC dik li¢geninin kenarlarini a, b, ¢ ile gdsterelim.
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elde edilir. EDCF dikdértgeninin alam bir taraftan (kb + b)z olarak diger taraftan EDA, EAB,
ABC ve EF B iiggenlerinin alanlar toplami olarak iki farkl sekilde hesaplanabilir. Yani
EDCF dikdortgeninin alani = AEDA alant +AFAB alam +AABC alani +AEF B alam
veya
(kb + b)o = Zkbo + »
o= gkbo+ o
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cy + iba + a(kb—k b)z
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‘dir. Bu denklemin her iki yamim 2 ile garpar ve @,y, z 'nin degerlerini yerine yazarsak, sadelestirme
iglemlerinden sonra

kb® = kbe? — ka®b  veya 5% = be? —a%b

denklemlerini ya da kisaca

b2 = %~ 4?2

denklemini elde ederiz. Bu durumda Pisagor Teoreminin ispatlarindan biri gergeklentnis olur.

Simdi Sekil 11 biraz degistirelim. Bunun igin EF B iiggenini sekildeki kareden ayiralum ve tekrar DC
kenarina ekleyelim (Sekil 2a). Boylece EF B ve DCG benzer tiggenler olup, EDGB paralelkenarinin
alani farkli iki bigimde aymi CDEF dikdortgeninde oldugu gibi hesaplanabilir ve yine

62202—-(12

bulunur.

Benzer bigimde Jekil 1 yeniden degistirilerek farkls bir paralelkenar elde edilebilir. Bunun icin Sekil
1 ’deki dikdortgenden EDA iiggenini cikarip CF kenarina ekleyelim (Sekil 2b). Burada AEDA
= AFCH olup HAETF paralelkenarimin hesabi bize yine Pisagor Teoreminin bir diger ispatini verir.
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Aslinda Sekil 1 ’de EF B tggenini kaldirdigimizda elde edilen EDCB yamugunun (Sekil 3a) alani
hesaplanarak da Pisagor Teoremi ispatlanabilir. Gergekten, gikarilan EF B iicgenin alam

—;-(kb +) (k_bz—“f>

a

oldugundan bu miktar Sekil 1 ’deki dikdértgenin alani icin verilen ilk denklemin her iki yanimdan
gikarlabilir. Gerekli sadelestirme islemleri yapildiginda asinasi oldugumuz ¢? = a? + 62 denklemi elde
edilir.

Dikkat edersek bu sonuglar & 'min genel bir degeri icin saglanmaktadir. Bununla birlikte, pek
cok kayda deger ispat k 'nin ézel degerleri igin ele alinmugtir. Bu noktada, Baskan James Abram
Garfieldin ispatindan bahsetmeden gecemeyecegiz [2]. Baskan J. A. Garfield, Pisagor Teoreminin
ispat1 ile ugrasan yiizlerce amatdorden biridir. Ne yazik ki, 1881 ’de Amerika bagkam secildikten dért
ay sonra ig istegini geri gevirdigi bir kigi tarafindan Washington, D.C. tren istasyonunda vurulmustur.

Eger k = a/b ahmirsa, bu durumda $ekil 3a Bagkan Garfield ’in ispatina indirgenir (Sekil 3b). Acik
olarak, kb = a olmasi durumunda

kb? kbe
=—=bb ve y=—=c¢
a a

T
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olup Sekil 3b ’deki yamugun alani, tiggenlerin alanlari toplami oldugundan ﬁgj—z_bﬁ = %é + 922 + 9—29
esitligi a? + b? = ¢? sonucunu verir. -

Sekil 3
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(a) Garfield ’in ispatinin genellegtirilmesi L (b) Bagkan Garfield ’in ispat:

Jekil 3a ’daki EDC B yamugu ve kopyast bir ikiz kenar yamuk (Sekil 4a) verecek gekilde diizenlenirse,
bir lise Ogrencisi olan Jamie deLemos [1] 'un 1995 yilinda yaprus oldugu ispatin (Sekil 4b) bir
genellestirilmesi elde edilir.

Sekil 4

b

(a) deLemos "un ispatinin genellegtirmesi (b) deLemos "un ispati: k = £

Eger k = a/(c — a) alimirsa, Sekil 1 *deki dikdortgen Sekil ba *da gosterilen dikdortgene indirgenir.
Burada AFAB = AEF B ’dir ve

kb? a b? b?
r—= — = —_—

a c—a a c—a

yazilabilir. Diger taraftan, dikdortgenin kargihkli kenarlar dikkate alindiginda z = ¢ + a esitliginden

ve boylece

sonucu bulunur. Bu ispat ise Hoehn 'nin 1995 *de yaptigr ispatla esdegerdir [5]-
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(a) Hoehn ’nin ispati: & = o (b) Dikdortgensel ispat: k = %;—

Eger k = a?/b? alinirsa Sekil 3a ’daki EDCB yamugu, Sekile 'de gosterilen EDCB dikdortgenine
indirgenir. Bu halde

2 272 k 2y 2 2
$:]f_b_:%2_b_2:a,y:_lf~a e R S
a a

a  ba b 2T b
*dir.
Bagka bir ispat vermek amac ile Sekil 3a ’daki EDCB yamugu biraz daha degigtirilebilir. Bunun

igin BA kenar ile ED kenar bir I noktasinda birlestirildiginde ABC liggeni ile benzer olan bir AID
ticgeni elde edilir (Sekil 6):

Sekil 6

EIB tggeninin alani iki farkh sekilde, yani
AFEIB ’nin alani = AETA mmn alant +AEAB *nin alani

denklemi ile hesaplanabilir. @ = kb?/a, y = kbc/a oldugu gozoniine almirsa,

1 o kbe 1 [ kb? 1 [ kbe®
§(kc+ 6) (T) = 5 (—a-+ ka) ]Cb-f— § <-a—> [+

denklemi bulunur. Gerekli sadelestirme iglemleri sonucunda bildigimiz ¢? = 5% +'a? denklerhine
ulaginz. Dikkat edilirse, ispat sirasinda ABC iiggenine gerek duyulmadi. Ashnda EAB iiggenine de
gerek yoktur. O halde Sekil 6, Sekil 7a ’ya indirgenebilir. Fakat Jekil 7a *da goriilen k carpam keyfi
bir sayidir. Bu nedenle Sekil 7a, Sekil 7b ’ye benzer olan herhangi bir sekle indirgenebilir.
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Sekil 7

ke

()

Agik olarak, Sekil' 7b *deki EIB liggeninin alani .

l _{7_2_ -+ b= _1. _b_?

2\ a @)= 2\ a ¢
olup, bu denklem ¢? = b? 4+ ¢* denklemidir. Boylece Pisagor teoreminin ispati icin Sekil 7b en genel
ornegi sergiler.
Sonug olarak,

1. Biitiin ispatlar bir anlamda Sekil 7b ’ve indirgendiginden bu makale bir tek ispat m icermektedir?

2. Diger taraftan, 1, 2a, 2b, 3a, 4a ve 6 gekilleri k 'nin genel degerlerini igerdiginden ve k keyfi bir
reel say1 olarak kabul edildiginden, bu sekiller Pisagor Teoreminin farkli sonsuz sayida ispatlarnin
bir dizisini mi gosterir? )

Ne dersiniz, heniiz son noktanim konmadigl yiizlerce ispat matematiksel diigiincenin zengin havuzunda
ilging yorumlar: ile bizleri mi bekliyor?
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