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BiR GENISLEME TEOREMI (I)
Nurettin Ergun )
istanbul Universitesi, Matematik Boliimii, Vezneciler/ISTANBUL

I. Genisleme Fonksiyonu Kavram

Bir [a,b] kapali ve suurl araliginda tammb, siirekli ve gercel degerli bir f fonksiyonumuz var olsun.
Bu fonksiyonun tamimini, ¢ < a < b < d olmak izere [c,d] araligma siirekli olarak genigletebilir
miyiz? Ne demektir bu? Bu, yeni ve daha biiyiik [c, d] aralifinda tanimh ve siirekli dyle yeni bir
g gercel degerli fonksiyonu tanimlamak demektir ki, her = € [a,b] igin g(z) = f(z) gergeklessin,
kisacasi g fonksiyonu eski [, b] tanim arahgmnda f gibi davransi, tstelik yeni [¢,d] tamm arahgmnda
siirekli olsun ve en énemlisi, eger f fonksiyonu bir [a’,b’] aralifinda degerler aliyorsa g fonksiyonu da
[a’, %] aralifinda degerler alsin. Tanimlayabilir miyiz boyle bir genigleme fonksiyonunu, ne dersiniz?
Evet sevgili okurlar, kolayca ve istelik pek gok farklt bicimde. En kolay tanimlanabilen genigleme
fonksiyonu kuskusuz

a’ ; z€ledl
go(z)=14 flz) ; z€lab
Y ; € [bd]

dir. Bir baskasi ise

o + (¥ — o) sin(Z&=2 i z€leal
gi(@) =4 fl2) 5 z€lal
B+ (b — o) sin(THEE2T0y L g b, d]

fonksiyonudur, burada f(b) = b’ ve f(a) = a’ dir. Peki, sozgelimi [, d] arahifinda g1 fonksiyonu [a’, b']
araliginda mi degerler alir; bu alt aralikta g1 siirekli midir? Evet! Dikkat edilirse her = € [b,d] i¢in

T+ 7 d— 2mh
e
7 ] b 27

ve dolayisiyla [, 2rr] araliginda siniis pozitif degerler almadigindan kolayhkla, bu alt aralikta

o <V — a,)‘sm(m: + 7d — 27rb) <¥

d—b
bulunur ve ayrica gerek lim,_,p- g1(x) sol limit ve gerekse lim,_p+ g1() sag limit degerleri var ve
f(b) = b degerine esit oldugundan g, fonksiyonu bu alt aralikta istenenleri gercekler. Benzer islemler
[c,a] alt araligy icin de yapilr.

Peki f fonksiyonunun tamm kiimesi (a, 8] ya da (a, b) tiiriindeki kapali olmayan araliklar olsaydi, onun
yine tanim araligini kapsayan bir arahga siirekli bir geniglemesi tanunlanabilir mi acaba? Dikkat
edilmelidir, bu tiir araliklarda tammh, siirekli ve sl degerler alan gergel degerli fonksiyonlar
igin s6zii edilen nitelikte siirekli bir- genisleme fonksiyonunun tanmmlanabilmesi her zaman olanakl
degildir. Ornegin = = 0 noktasina sagdan yaklagildikca siniizoidal dalgalar olagantsti siklikta yap-
maya baglayan ve sifira yakinsayan z, = ;-}; irrasyonel sayilarinda hep sifir degeri alan ve z € (0,1}
igin f(z) = sinZ bi¢iminde tamimlanan siirekli fonksiyonun grafigi asafida yer alir ve goriiyorsunuz
[~1,1] araliginda degerler alan bu smirh siirekli gercel degerli fonksiyon i¢in limg_,o+ f(z) limit degeri
‘tanimsiz oldugundan, bu fonksiyonun z = 0 noktasint kapsayan bir aralifa siirekli geniglemesini
tanimlamak olanaksizdir.
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Matematigin siirekli genislemelere iligkin en tinlii ve en kullansh sonuclarmin baginda hig kugkusuz
{inlii Tietze & Urysohn Genigleme Teoremi gelir. Bu teoremin ne dedigini, nasil kanitlandigini
ve hepsinden 6nemlisi 6nemini yeterince kavrayabilmek icin ciddi diizeyde topoloji bilmek gereklidir.
Alman matematikgi Tietze tarafindan 1915 yilinda ortaya atilan bu énermeyi on yil sonra en genel
bicimiyle usta Rus matematik¢i Pavel S. Urysohn kanitlamstir. Biz, bu yazida gerekli metrik uzay
bilgisini “biraz” verdikten sonra, Urysohn’unkinden dért yil 6nce Alman Felix Hausdorff tarafindan
metrik uzaylar icin verilen kamtlamadan s6z etmek istiyoruz. Peki sevgili okurlar, infimum denilen _
kavrami biliyor muyuz? R gercel sayilar kiimesinin bos olmayan bir A altkiimesinin herhangi bir
o alt smirmn, her a € A igin zo < a gergekledigini biliyoruz; eger her bir 0 < € igin a¢ < To + €
olacak bicimde en az bir a, € A elemani bulunabiliyorsa, iste bu 6zel kogulu gergekleyebilen &2 1 2o
alt smirma A kiimesinin infimumu (en biiyiik alt siniri=e.b.a.s.) denir. Demek ki € pozitif sayist
ne denli kiiciik olursa olsun inf{a : a € A} + € artik A kiimesi icin bir alt suir olamayacak ve sonugta
ae < inf{a : a € A} + € gercekleyen en az bir ac € A var olacaktir. Ustelik eger bir = gercel says 4
kiimesi igin bir alt sur ise, yani her @ € A igin = < a gergekleniyorsaz < inf A = inf{a : a € A} olmak
zorundadir, giinkii eger, tam tersine inf A < z gegerli olsaydi, (z — inf A)/2 pozitif sayisindan kiigiik
bir pozitif € sayisin geligigiizel secerek, son gdzlemimiz yardimiyla, yle uygun ~var olurdu
ki a, < inf A+ € < z — ¢ < z bulunur ve sonugta z gercel sayis1 A icin bir alt sn . Igte b
nedenledir ki, eger her a € A icin = < a gercekleniyorsa, “infimum alarak” z £ inf{a:a€ A} = infA
elde edilir denilir. S o

Yazi boyunca birkag kez kullamlacak olan bu temel gercekleri kavradiysant;
oteki akil yiiriitmeleri de benzeri kolaylikla kavrayacaginiza emin ola
gilenmeye deger ve kavramasi giic olmayan bir yaz kargisinda oldugunuzu s

II. Metrik Uzaylar: Oz ve Temel Bilgiler

ikililerine) d(z, y) gercel sayism eslestirirken asagidaki termel
fonksiyonuna X kiimesinde (ya da X kiimesi {izerinde) tanu
z,Y,z € X elemanlar: ne olursa olsun R B

1§ bir metrik denir. Bu kosullar,

(1) do) =0 & z=y, @) dzy)=dyo), @) do2) <)+ d,2)

gerceklendigini soylerler. d fonksiyonu hi¢ bir: (z,y) ikilisinde asla negatif deger almaz, ciinkl
0 = d(z,x) < d(z,y) + d(y,z) = 2d(z,y) nedeniyle 0 < d(z,y) elde edilir; dikkat edilirse ilk
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esitlikte (1) kosulu, sonra kullanilan esitsizlikte (3) kosulu ve en son esitlikte (2) kogulu kullanilmistir.
Negatif olmayan d(x,y) gercel sayisina d uzaklik fonksiyonu tarafindan belirlenen = ve y eleman-
lar arasindaki uzakhk denir. Matematigin belki de en iinlii uzaklik fonksiyonu R iizerinde, her
7,y € R i¢in d(z,y) = |z — y| biciminde tanimlanan bir boyutlu Oklid metrigidir. (1) ve (2)
kosullar1 kolayca gozlenir; (3) kosulunu iinlii |z + y| < |z| + |y| esitsizligi yardimyla

d(3,2) = [z — 2| = [(& =) + (1 — )| < |& — 9] + Jy — 2] = d(,9) + d(y, 2)

biciminde gozleriz. C karmasik (kompleks) sayilar kiimesi lizerinde ise, 21 ve z; karmasik sayilar icin

d(z1,22) = \/|Re z; — Re | + [Im 21 — Im z|?

biciminde tamimlanan d istenen kosullari gergekleyen bir uzaklik fonksiyonudur. Burada Re z ve
I'm z sirasiyla z karmagik sayisimin gercel ve sanal kisimlar olan gergel sayllardlr Kiigiik bir ¢abayla
(3) kosulunu gozleyebiliriz. a ve b gergel sayilari ne olursa olsun ab < —t-— gerceklendiginden,
aq, g, b1, ba gerqel sayilar1 ne olursa olsun, kisalik icin A = +/[a1]? + |az|? ve B = /|b1|? + |b2]2
yazarak

laa| Jba] | laz| [ba] 1{a1[2+1161|2+l]a2|2 11]bof?

=1
A B AB“‘QA2 2 B2 ' 2 A? 2 B?

ve dolayisiyla

laa][b1] + lazllbz] < V]aa]? + a2/ [b1 ] + b2 - (CSE)

elde edilir; yukarida negatif olmayan A4 ve B gergel sayilan pozitif varsayildi, bu sayilardan en az
biri sifir olsaydi CSE = Cauchy&Schwarz esitsizlifinde her iki yan sifir olur, esitlik gecerli olurdu.
O halde 2(a1b; + azbs) < 2AB bulunur ve her iki yana A% 4+ B? yani o + a2 + b? + b ekleyerek
ve bir gercel sayinin karesi ile mutlak degerinin karesinin egit oldugunu animsayarak sonucta tinlii
Minkowski Esitsizligi (= ME)

Va1 + 512 + |az + ba|? < V]a1? + |a2|2 + Vb1 ]2 + [B2]2 (ME)

elde edilir. Ozel olarak a; = Rez; — Rezg, by = Rezy — Rezs ve ag = Imzy —Imzg, by = Imzg — Imzs
segilirse kolaylikla d(z1, 23) < d(z1, 22) + d(23, 23) bulunur.

Simdi su Snemli ve ya‘rarh‘ gercegi gozleyelim. X kiimesi {izerinde eger d bir metrik ise, her z,y € X
icin
d(z,y)
1+d(z,y)
bigiminde tanimlanan p aym X tizerinde yeni bir metriktir, gercekten negatif olmayan a ve b gergel

sayilan i¢in a < b ise, ;9= < 7 +b oldugundan ve d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) gergeklendiginden

* Ita <
o(z,2) < ' d(z,) Cd(y, 2)
T 14d(z,y) +d(y,2)  L+d(z,y) +d(y, 2

Ap(w, y) =

) < plz,y) + p(y, 2)

elde edilir. p igin (1) ve (2) kosullarinin dogrulugunu gdzlemek kolaydir: Bu yeni uzaklik fonksi- -
yonunun en ilging 6zelligi uzakliklarin < 1 gerceklenmesidir. Bir X kiimesinde d(z,z) =0 ve x # y
i¢in d(z,y) = 1 biciminde tamimlanan d uzakhk fonksiyonu da bir metriktir; dikkat edilirse 0 ve 1
’den bagka uzaklik degeri yoktur, iistelik a ve b gergel sayilarinin en biiyiigli yani max{a,b} kisaca
a Vb igareti ile yazilirsa, bu tuhaf metrik, =, y,2 € X ne olursa olsun, (3) k0§ulundan gok daha giicli
olan

d(z,2) < d(z,y) Vd(y,2) (UME)

kogulunu gercekler, ¢linkli gercekten d(z,y) = 1 = d(y, 2) ise, elbette d(z,2) < 1= d(z,y) V d(y, 2)
olur; yok eger d(z,y) = 0 < 1 = d(y, z) ise, bu kez zorunlu olarak = = y olur ve dolaysiyla d(z, z) =
d(y,z) = 1= d(z,y) Vd(y, 2) olur; d(y, 2) = 0 < 1 = d(z,y) durumu benzerdir, vb,... Yalnizca 0 ve 1
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degerini alan bu metrige kesikli (ya da diskret) metrik denir. UME ise ultrametrik esitsizligi olarak
bilinir, ¢iinkii bu siradis1 kogulu gergekleyen bir metrige, onu ilk tanimlayan usta Fransiz matematikgi
Andre Weil’in yakistirmasiyla ultrametrik denir; Argimedyen olmayan metrik adi kullananlar
da vardir.

Kesikli metrikten farkli olarak UME’yi gercekleyen metrikler de vardir. Bir X kiimesinde tanimh
tiim dizilerin kiimesi, yani her bir n € N i¢in z, € X olmak izere tim {zn}32, dizilerini eleman
kabul eden kiime ki, bu aslnda, kartezyen carpim kavramim bilenlerin kolayca gozleyebilecegi gibi,
her bir X, kiimesi X olmak iizere X; X X3 X X3 x --- kartezyen garpim kiimesinden bagka bir sey
degildir ve kisaca X“ isareti ile gosterilir, evet X* kiimesi lizerinde

Hon}oza = {vnlnzs

d{zn o1 {Yntne1) = { ’ Azn Y21 # {un}ia

1
I S —
MIN{neN:z,#Yn}

bigiminde, René Baire tarafindan tanimlandii icin Baire metrigi adini alan metrik de UMEyi
gergekler. Bu metrigin 0,1,%,1,... rasyonel sayilarindan bagka deger almadiim kolayca goriiriiz.
Dikkat edilirse d({zn }321, {4 }321) = - olabilmesi igin gerek yeter kogul sum tane kosulun tlimiinin
gerceklesmesidir: ©; = y1,%2 = Y2, *, Tm-1 = Ym—1 V€ Tm # Ym. O halde aym uzakligin < 1/m
gercekleyebilmesi icin gyk z1 = y1, -, Tm = Ym olmasidir. Bu nedenle d({z,}32 1, {¥n}o2q) = 1/m
ve d({zn )21, {2n}221) = 1/k ise ve m ile k dogal sayilan sézgelimi m < k gergekliyorsa, kolayca

Ti =141 =21, Tl = Ym—1 = Zm—1 gegerli olacagimdan
1 1. 1 :
d({n}52e {n}20) S = = 1V — = d({vn} {waD) V d({zn}, {20 )

bulunur. Ultrametriklerin pek cok sagirtici ve “dogal olmayan” ozellikleri vardir, birisiyle agagida
karsilagacagiz. Simdi bir metrik yardimiyla nasil bir topoloji tanimlandigim gorelim, topoloji denen
keavram: daha 6nce tanimis olmaus gerekmiyor sevgili okurlar.

Uzerinde bir d metrigi tanimh olan X kiimesinin, bog kiimeyi ve ayrica

AKosulu: Vz€G 3 € >0, Si(z,e) CG

kosulunu gergekleyen, yani tiim elemanlarmmn uygun bir yuvarlarin kapsayabilen G- altkiimelerini ve
yalnizca bu tiir kiimeleri iiye kabul eden altkiimeler toplulugu 74, X kiim: i tizerinde bir topolojidir.
Burada = € X ve 0 < € icin Sy(z,€) = {y € X : d(z,y) < €} yazilmaktadir ve bu kiimeye genellikle
z € X merkezli ve € yaricaph agik yuvar denir, acik sifatinin kuug,mla@m ve topolojinin
ne oldugunu ilerde gorecegiz. Peki X kiimesinin bu kogulu gergekleyen bogtan farkl altkiimeleri
var tudir? Evet, apagiktir ki X ana kiimesi tiim Sy(z, €) yuvarlarni kapsamaktadir, kisacasi X bu
kogulu gercekler. Ayrica herhangi bir Sy(z,€) yuvar: da bu kogulu gergekler. Oncelikle x € Si(z,¢€)
gozleyelim, bu kolaydir ¢linkii d{zr,z) =0 < ¢ gecerlidir. Demek ki yuvarlar bog degildir ve ayrica
(isterseniz bu yuvarlari belirleyen metrigin ne oldugu agikga belli olsun diye alta yazdifimiz d isaretini
de artik yazmaliymm) y € S(z, €) ise d(x,y) < € olur ve y noktasmin, 0 < ¢ < 3(e —d(z,y)) kogulunu
gercekleyen pozitif € sayist yariapli yuvar: S(y, ¢') C S(wz, €) gergekler, ¢iinkii herhangi bir z € S(y, €')
icin d(z, z) < € ve dolayisiyla z € S(z, €) kolayca gozlenir, ¢linki

d(z,2) < d(z,y) +d(y,z) < d(@,y) + ¢ <e—¢ <e

gegerlidir. Demek ki actk yuvarlar her elemanmin uygun bir yuvarini kapsayabilmektedirler. Yalnizea,
acik yuvarlar degil onlarm herhangi sayida birlesim kiimesi de yukaridaki kosulu gergekler. Aslinda
s6zii edilen kosulu gercekleyen bostan farkh kiimeler ancak ve yalmz “birtakim” agik yuvarlarm
birlesimi olarak yazilabilen kiimelerdir, giinkii bu kogulu gercekleyen herhangi bir G # @ alindigmda
bu G kiimesi kosulda sozii gegen tiim S(zx, €;) yuvarlarinin birlesim kiimesinden bagka birsey degildir,
yani G = U{S(z,¢;) : = € G} gergeklesir ¢iinkii S(z,¢,) yuvarlar: zaten G tarafindan kapsandigi
icin U{S(z,€z) : * € G} birlesim kiimesi de apaciktir ki G tarafindan kapsanir, tersine herhangi bir
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# € (' eleman: elbette bu birlegim tarafindan kapsanan S(z, €;) yuvarina ve sonugta bu birlesime

aittir. Peki, herhangi sayida S(zq,¢€n) yuvarlarmn birlesimi £ = Uae 18(Zq, €o) neden A kogulunu

gercekler? Bunu gozlemek de gok kolaydur, ciinkii E birlesim kiimesine ait olan herhangi bir y € X

elemani, uygun bir ap € I indisi yardimiyla y € S (Tags €ao) gergekler ve yukarda gosterildigi gibi

uygun bir e pozitif sayisi sayesinde S(y,€) € S(Tag,€ay) & £ bulunur. Ayrica, efer G1 ve G2

kiimeleri kogulu gergekliyorlarsa G N G kesisim kiimesi de gercekler, ¢linkii z € G1 N Go elemani

ne olursa olsun uygun birer €; ve e pozitif sayilari sayesinde S(z,€1) C Gy ve S(z, €) C G; olur

ve sonugta 0 < € < €; ve 0 < € < € gergekleyen pozitif € sayesinde S(w,¢) C G1 N G olur, clinkii

¢ yarigaplt yuvar hem S(z,€;) ve hem de S (z,€9) yuvarlan tarafindan kapsamir; demek ki G; NGy

kesigim kiimesi her elemaninin uygun bir yuvarim kapsama kogulunu gerceklemektedir. Evet sevgili

okurlar, iste X kiimesinin, 74 altkiimeler toplulugunun gercekledigi asafidaki ozelliklerl gercekleyen

herhangi bir 7 altkiimeler topluluguna X {izerinde tanimlanmig bir topoloji (ya da ilinge) denir.

Nedir bu dzellikler: (1) 7 'nun herhangi sayida {iyesinin birlegim kitmesi 7 iiyesi olmalidir, (2) 7 'nun

herhangi iki {iyesinin kesigim kiimesi 7 tiyesi olmaldir ve, (3) 0 ve X kiimeleri 7 iiyesi olmalidir. Peki,

bu bzellikleri gergekleyen bir altkiimeler ailesi neden ozel bir isimle anilip ayrintilariyla incelenme

geregi duyulmustur? Bunun nedeni sevgili okurlar, matematigin iki temel tast kavrami olan limit ve

siireklilik kavramlarini soyut kiimeler iizerinde tanimlayip incelemeye elveren yapiy: belirlemeleridir.

Bir X kiimesi fizerinde bir topoloji tammlamadan bu kiimede “limit almaktan”, o kiime {izerinde

tammlanan bir fonksiyonun siirekliliginden sz etmek olanaksizdir, tistelik fonksiyonun gonderildigi
kiime tzerinde de bir topoloji tanimlanmig olmasi gereklidir. Biz bu kavramlar yalmzca yukarda

tamimlanan T4 topolojisi igin, cok kisa bir bigimde, gok ayrintiya girmeye sayfalar ve bu derginin

amaci elvermedigi icin, kisaca verecegiz. X kiimesi ve onun {izerinde tanimlanan bir 7 topolojisinin

belirledigi topolojik uzay kisaca (X, 7) isareti ile gbsterilir, 7 *nun iiyelerine bu topolojik uzayin
agik kiimeleri denir. Demek ki yukaridaki 4 kosulu (X, 74) uzayinda acik kiime olabilme kosulundan
baska bir sey degildir, bu nedenle Sy(z, €) yuvarlarma agik yuvar denilmistir. (X, 74) metrik uzayinda,

bir {z,}32, dizisi i¢in ancak ve yalniz limp—co d(Zn, o) = 0 ise, limy—co Tn = To yazilir ve bu diziye
2o € X elemanma yakinsiyor denir. Yukarida belirttigimiz gibi herhangi bir (X, 7) uzay1 igin limit
kavramindan ne yazik ki s6z agamiyoruz. Simdi bir zg € X elemant icin asagidaki kogullarin esdeger
olduklarini gosterelim:

(1) Ve > 0 igin S(zo,e) NA # 0 olur ;

Gergekten de (1) gegerliyse, her n € N igin a, € S(zo, 1YNn A elemanlarm secerek tanimlanan
{an}2°, dizisi, hern € N igin 0 < d(an, o) < L gecerli oldugundan, kolayca limy,— 00 @{@n, To) =0
verir; tersine A kiimesinin (2) kosulunu gercekleyen bir {a,},. , dizisi varsa, {d(an, To) oy gergel

say1 dizisi igin limp—c0 d(@n, 7o) = 0 nedeniyle, 0 <& verildiginde
In. e N,V n>n. icin 0<d(an, x0) <€

olacagmdan {a, : ne <n} C S(zo,€) N A bulunur, yani (1) gegerli olur. Ashnda bir metrik uzayda,
herhangi z € X elemani ve herhangi bir § # A altkiimesi icin, @ € A ne olursa olsun 0 < d{a,z)
nedeniyle 0< inf {d(z, a) : @ € A} bulunur. (Dikkat: A = 0 icin d(a, z) uzaklik degerlerinden s6z ede-
bilecegimiz a € A elemanlart var olmadigindan béyle bir infimum dogal olarak tanimlanamayacaktir.)
Negatif olmayan bu infimuma, = noktasi ile bogtan farkh A altkiimesinin arasindaki uzaklik denir ve
bu gergel say1 kisaca d(z, A) isareti ile yazihir; elbette bu say1 d(4, z) ile gosterilen inf {d(a, ) : a € A}
infimum degerine esittir. Yukaridaki esdeger (1) ve (2) kosullarimin
(3) d(z0,4) =0 .

koguluna egdeger olduklarim gozlemek glic degildir. Gercekten (2) kosulundaki dizi yardimiyla,
(infimumun bir alt smir olmas: nedeniyle herhangi bir a € A icin d(zg, A) < d(wo,a) gegerli
oldugundan) her n € N icin d(zg, 4) < d(zg, a5) bulunur ve kolayca 0 < d(zo, A) < limp_s00 d(20, @n)
< limp oo d@n, 2o) = 0 ve sonugta (3) kogulu elde edilir. Tersine, (3) kogulunu gergekleyen zg € X
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eleman i¢in, bu yazinin baginda infimum icin sdylenen temel gercek nedeniyle, uygun bir a. € 4 igin
€ e €
d(wo, ae) < inf{d(:vo, a) ta € A} -+ 5 = d(:co,A) + i = 5 <€

ve dolayisiyla a. € S(zo,€) NA bulunarak (1) elde edilir. Yeri gelmisken ¢ # A C B ise, herhangi
bir z € X icin d(z, B) < d(z, A) gerceklendigini gorelim; gercekten her a € A igin d(z, B) < d(z,a)
oldugundan d(z, B) < inf{d(z,a) : a € A} = d(z, A) bulunur. Bu arada yeni kavramlara ge¢meden d
eger bir ultrametrik ise, Sq¢(z, €) agik yuvarmm tiim elemanlarimn bu acik yuvarin merkezi oldugunu
soyleyen sagirtici iddiay1 gosterelim. Aman ne sagmalik, olmaz boyle sey diyorsunuz, ama gercek
boyle! Herhangi bir y € Su(z, €) icin Sy(x,€) = Sa(y, €) gerceklesir; ¢iinkii z € Sa(y, £) icin d{z,z) <
d(z,y) V d(y,z) < € olur giinkii hem d(z,y) < € hem de d(y, x) < & gegerlidir ve sonugta z € Sylz, ),
yani Sq(y,e) C Sa(w,e) bulunur; tiimiiyle benzer bicimde Sa(z,€) € Sa(y, €) gosterilir. Demek
ki d bir ultrametrikse ve y € Sy(z,€) ise, bu y elemani Sy(z,€) yani Si(y,€) 'un “merkezidir”.
Tlgili ve merakli okuyucu, eger d bir ultrametrikse, = € X elemani ve 0 < ¢ ne olursa olsun
S4(Sq(z,€),€) = {y € X : d(y, Sa(z,€)) < &} yuvarmn Sy(z,€) yuvarmna esit oldugunu kolayca ve
sagtrarak gosterebilir.

Aslinda ultrametrik kadar ahsilmadik ve garip 6zellikleri olan bagka metrikler de vardir. Ve ultra-
metriklerin daha nice sasirtici ozellikleri de ... , ama amacimz bu 6zel bilgileri anlatmak degildir.
Simdi de metrik uzaylarda diizgiin siirekli fonksiyonlarin ne denli yalin ve kolay tanimlanabildiklerini
gbzleyelim. Bogtan farkli herhangi bir A4 altkiimesi yardimiyla, her z € X igin f (z) = d(=, 4)
biciminde tammlanan gercel degerli f fonksiyonu diizgiin siireklidir, hatta d(z,y) < € ise, |f(z) —
f(y)| < € gergekler, neden mi? Once herhangi bir @ € 4 icin d(z, 4) < d(z,a) < d(z,y) + d(y, a)
gozleyerek d(z, A) —d(z,y) < inf {d(y,a) : a € A} = d(y, A) ve dolaysiyla, d(z, 4) < d(=z,y)+d(y, A)
elde edelim. Benzer bicimde, ya da z ve y ’nin iistlendikleri rolleri degistirerek bu kez d(y, A) —
d(z,y) < d(z, A) buluruz. Tiim bunlar ise -d(z,y) < d(z, A)— d(y, 4) < d(z,y) ve dolayisiyla,
If(z) — f(¥)] = |d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y) verir ve yukanda sdylenen diizgiin siireklilik iddias:
elde edilir. Aman sakin yanhs anlamaymn litfen, bir metrik uzayda tanimlanan tiim diizglin siirekli
fonksiyonlarin yukaridaki bicimde tammlandigi diisiiniilmesin; érnegin, her # € R i¢in f (z) =sinz
bigiminde tanmmlanan iinlii siniis fonksiyonu | f(z) — f(y)| < |z — y| gergekler ve diizgiin siireklidir, ve
yukaridaki fonksiyon gibi tanimlanmamistir. g SRS

Simdi de bir metrik uzayda “kapal olma” kavramindan bahsedelim. j;B{unu‘n ; fi‘;i_lyapxgk nokta
kavrammni bilmeliyiz. Bogtan farkh bir A kiimesi verildifinde d(z, 4) = 0 kogulunu gergekleyen
bir z € X elemanma, A kiimesine yapigik ya da yanagik nokta denir. A kiimesine yapigik tim
noktalarin olusturdugu altkiimeyi, gimdilik ve. gegici olarak Yap(A4) ya da daha kisa olarak Y(4)
isareti ile gosterelim. Kiigiik kiiciik ama heér biri yalin ve énemli baz1 gozlemler yapabiliriz: Ornegin,
oncelikle, Y(A4) = {z € X : d(z, A) = 0} tammm vurguladiktan sonra herhangi bir z € A icin 0 <
d(z, 4) < d(z,z) = 0 gozleyip, her A altkiimesi icin A C Y(A) kapsamasin elde ederiz; sonra, @
kiimesine uzaklik tanimsiz oldugundan d(z,0) = 0 gergekleyen bir z € X elemanimin var olmast
soz konusu olamayacaktir ve kolayca Y (@) = @ buluruz; bir bagka sasirtici gercek her = € X ve
bos olmayan her 4 altkiimesi igin d(z, A) = d(z, Y (4)) esitligini gozlemektir, dikkat edilirse zaten
A C Y(A) nedeniyle d(z,Y(A)) < d(z, A) gecerlidir, iistelik herhangi bir y € Y(A4) i¢in yukarida .
gosterilen d(z, A) < d(z, y) + d(y, A) esitsizligi ve d(y, A) = 0 gercegi kullanilarak d(z, 4) < d(z,y)
bulunur ve sonucta infimum alarak d(z,A4) < inf{d(z,y) : y € Y(A)} = d(z,Y (4)) ters esitsizligi
de bulunur. Bir de sunu gozleyelim: A kiimesine yapigik olmayan tiim noktalarin kiimesi olan {z €
X : 0 < d(z,A)} agik bir kilmedir. Neden mi? Once bu kiimeye, gerektigi icin, bir isim verelim
dilerseniz. Evet sevgili okurlar bu kiimeye A *min digi denir ve digA ile gosterilir. Y (A) kiimesine
ait bir z € X elemaninin 0 < d(z, A) kosulunu gergeklemeyecegi kolayca goriiliir, demek ki yalnizca
A degil Y(A) bile dig A ile ayriktir; iistelik zo € dig A4 ise, 0 < g¢ < d(wg, A) gergekleyen pozitif eg
sayesinde S(zo,e0) CdisA olur, ¢linkii z € S(zo, &) ise, d(z, 4) > d(zo, A) — d(z0,z) > d(z0, A)—
g9 > 0 gecerlidir. Evet artik kapali kilme kavramini dgrenebiliriz: (X, 7;) metrik uzaymda ancak
ve yalnmz Y(4) C A (ve dolayisiyla, ters kapsama zaten gegerli oldugundan A = Y (A4) kogulunu)
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gercekleyen bir A altkiimesine kapali kiime denir. Tiim altkiimeler gibi ¥ (X) kiimesi de X kiimesi
tarafindan kapsandifii icin, oncelikle X ana kiimesi ve () kiimesinin kapal olduklar1 gozlenir. Ustelik
her A altkiimesi igin Y (A4) kiimesi kapalhdir, ¢iinkii daha énce gozledigimiz gibi her z € X igin
“d(z, A) = d(z,Y(A)) idi, dolayisiyla bu uzakliklardan ikincisi sifir ise elbette birincisi de sifir olur
ve sonugta Y(Y(A)) C Y(4) bulunur. Ayrica, bos olmayan bir A altkiimesi ve 0 < € sayesinde
tanimlanan
{ze X dz,A) <e},{ze X e<dz A}

altkiimeleri de kapalidir. Birinci kiimeye K; diyelim ve Y(K1) C K1 gosterelim. d(z, Ky) =0
gercekleyen bir z eleman i¢in, eger, = € K olmasaydi 0 < d(z, 4) —¢ olur ve sonugta her bir y € Ky
icin d(z, A) < d(y, A) + d(z,y) < d(z,y) + & nedeniyle 0 < d(z,A) — e < inf{d(z,y) 1y € K1} =
d(z, K1) = 0 celiskisi dogardi. Oteki kiimeyi K4(g) ile gsterip onun kapalilik kanitlamasimi okuyu-
cuya birakalim. Ustelik disA={J2> K a(2) gerceklendigini soylemekle yetinelim. Tigili ve istekli
okurlarm biraz cabayla bu sagirtici gergegi gosterebileceklerini umuyoruz. Demek ki metrik uza-
yda acik bir kiimenin sayilabilir tane kapali kiimenin birlesimi olarak yazilmast gergeklesebiliyormus.
Bu saydiklarimdan farkli kapah kiimeler de vardir, drnegin {z,},., dizisi zo limitine yakimsiyorsa,
{wg, z1,%2,...} kiimesi kapalidir. Ayrica bir metrik uzayda sonlu sayida elemanl tim kiimeler de
kapalidir; gercekten A = {1, %3, ..., Zm} kilmesine yapigitk bir z € X almdiginda, bu elemanin Ty
elemanlarina uzakliklart olan gergel sayilar igin, yeniden numaralama sayilan kullanarak, sozgelimi
Az, T, ) < d(T,Tp,) < ... < d(z, Tn,,) gerceklegiyorsa, sonugta

0 = d(x, A) = inf{d(z,z1) : 1 < k < m} = d(z,zn,)

olur ve dolaysiyla metrik kosullarmin birincisi nedeniyle z = z,,, € A bulunur.

Son olarak sunlari vurgulayalim. Bir (X, 74) metrik uzayinda herhangi bir A altkiimesini kapsayan
kapal: kiimelerin en “kiigiigii” Y (A) kiimesidir. Oncelikle A C B ise, Y (4) C Y(B) gerceklendigini
gozlemleyelim, gergekten her bir € X eleman: icin gegerli olan 0 < d(z, B) < d(z, A) bize isteneni
verir. Ustelik yukarda A C Y(A) gerceklendigini ve Y (4) *nin kapali oldugunu kanitlamistik, ayrica
A kiimesini kapsayan herhangi bir K kapali kiimesi i¢in bu son gézlem yardimiyla Y (4) CY(K) C K
buluruz. Demek ki Y{A) kapali kiimesi A ’y1 kapsayan tiim kapali kiimeler tarafindan kapsanmak-
tadir. Genel olarak herhangi bir topolojik uzayda ancak ve yalniz tiimleyenleri agik kiime olan
altkiimelere kapali kiime denir ve bir altkiimeyi kapsayan tiim kapali kiimelerin en kii¢iine ise o
kiimenin kapamsi denir; ashnda A4 'nin kapanisi A isareti ile gosterilir ve A ’y1 s6z konusu uzayda
kapsayan tiim kapali kiimelerin olusturdugu aile K(A) ile gosterilirse, 4 = N{K : K € K(A)} esitligi
gecerlidir. Bu genel bilgiler (X, 74) metrik uzayinda da gecerlidir, ¢iinkii X — Y (4) = dis A ne-
deniyle Y (4) 'nin tiimleyeni agiktir ve sz konusu metrik uzayda Y (A4) € K(A) ve her bir K € K(4)
icin Y(A4) C K gecerli oldugundan Y (4) = N{K : K(A)} bulunur; kisaca metrik uzaylarda bir 4
kiimesinin kapanist
A=Y(A)={zc X :d(z,A) =0}

gercekler. Ote yandan dig (X — A) acik kiimesine ise A kiimesinin igi denir ve bu kiime kisaca i¢A ile
gosterilir. O halde, icA={z € X : 0 < d(x, X — A)} gegerlidir. Eger x € icA ise, 0 < &, < d(z, X —A)
gergekleyen pozitif £, sayisi sayesinde S(z,&,) C A gozlemek gii¢ degildir. Tersine eger bir z € X
elemant i¢in, uygun bir 0 < ¢ yardimiyla, S(z,e) C A gergeklesiyorsa, X — A tlimleyen kiimesine ait
herhangi bir y eleman S(z, ¢) yuvarina ait olamaz ve sonugta

O<e<inf{d(z,y):y€ X — A} =d(z,X — 4)

nﬁdéﬁiyle z € ‘i¢A bulunur. Demek ki bir metrik uzayda, herhangi bir A altkiimesi igin igA={z €
X i0<d(z, X —A)}={z e X :3e >0,5(z,5;) C A}

o ge rlidir, kisacasi ancak ve yalmiz uygun bir yuvari A tarafindan kapsanabilen elemanlar i¢ A
tirler. Ilgili okuyucu, i¢A 'nin aslinda A kiimesinin kapsadig: tiim acik yuvarlarin birlesim
gunu kolayca gosterecektir, yaniliyor muyum? Aman dikkat, bog olmayan bir kiimenin i¢i
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bos olabilir; R kiimesi lizerinde tanimlanan bir boyutlu Oklid metriginde, rasyonel sayilar kiimesi, hig
bir S(z,e) ={y€R:|ly—z|<e}={ycR:z—-e<y<z+e}=(z—¢e,z+¢) yuvarim kapsaya-
maz, ¢iinkll bu yuvarda yani (z — ¢,z + £) aralifinda sonsuz tane irrasyonel say1 vardir, dolaysiyla
bu metrik uzayda rasyonel sayilar kiimesi Q icin i¢Q=0 gerceklenir.

Bir metrik uzayda bir A altkiimesi icin 84 = A N X — A kiimesine, yani hem A ve hem de onun
tiimleyeni X — A kiimesine yapisik olabilen noktalarin kiimesine A ’min sinir kiimesi denir. Bu
kiimenin elemanlarina hem A kiimesinin ve hem X — A4 kiimesinin elemanlarmn kullanarak tanimlanan
yakinsak dizilerle yakinsanabilir. Herhangi bir kapanis kiimesi i¢in A =icAU O A gerceklestigini ve
icA N 0A = B oldugunu soylemekle yetinelim. Bir boyutlu Oklid metriginde 8@ = R oldugunu
gozlemek ¢ok kolaydir. = € R ne olursa olsun, r, € (z — %,'m + %) gercekleyen 7, rasyonel ve
gn € (z — 1,7+ 1) gercekleyen g, irrasyonel sayilarinn belirledigi {r,}°, ve {g,}°0, dizilerinin
ikisi de z € R gercel sayisina yakinsarlar.

Temel bilgilere ayirdigimiz bu boliimii, metrik uzaylarda tanimli gergel degerli fonksiyonlarin siirekli-
ligine iligkin bir iki temel bilgiyle siirdiirelim. (X, 74) metrik uzayinda tanimlanmis gercel degerli bir
S fonksiyonuna, ancak ve yalniz, herhangi 0 < & verildiginde, ¢ € X noktasinm

f(S(zo,8:)) C (f(wo) — &, f(za) +2), yani d(z,20) <9 ise, |f(z) ~ f(wo)| <e

kosulu gergeklenecek bicimde &, yaricaph bir acik yuvar: bulunabiliyorsa, evet iste ancak bu kosul
altmda zo € X noktasinda siireklidir denir. f fonksiyonuna, (X, 74) uzayinin tiim noktalarinda
stirekli olabiliyorsa siirekli fonksiyon denir. z¢ noktasinda siireklilik icin bir bagka Snemli esdeger
kogul, (X,74) metrik uzaymnda lim, ..z, = zo gercekleyen her {z,}°- , dizisi icin {f (Tn)}oos
gergel say1 dizisinin  f(zg) gergel sayisina yakinsamasi kosulunun gerceklesmesidir. Bu iddianin
yalnizca yeterliligini gostermekle yetinelim. zo noktasmna yakinsayan her {z,}oo ; dizisi igin f(z,) —
f(zo) olsun. Bu hipotez altinda f fonksiyonu =y € X noktasinda siireksiz olsa, yani her 0 < § igin
F(S(z0,0)) Z (f(zo) —€0, f(z0) +€0) gerceklenecek bicimde bir 0 < &¢ var olsayd, ézellikle her n € N
igin

F(8(0, 2) € (F(zo) 0, £(z0) + 20)

olurdu; bu ise en az bir z, € S(zg, ) elemani igin f(z,) gercel sayismimn  (f(zo) — o, fzo) + £0)
arahfma ait olmamasi demektir. Oysa 0 < d(zp,z¢) < 1/n esitsizlikleri her n € N igin gecerli
oldugundan limy, .o d(%r, 2o) = 0, yani lim,_,co 2, = 2o oldugu halde f(z,) — f(zo) gergeklesmez
glinkii f(zn) gercel sayilarimn hig birisi  (f(wo) — 0, f(z0) + £0) arahgma ait degildir.

Temel bilgilere ayrilan bu kism olaganiistii 6nemli bir bilgiyle kapatalim: X kiimesi iizerinde tanimli

bir d metriginin belirledigi 7, topolojisi ile p(z,y) = ~2Z%_ biciminde tanimlanan p metriginin
] Pz Y TTd(z,g) PS

belirledigi 7, topolojisi esittir, bagka bir deyisle 74 ve 7, altkiime topluluklari egittir. Oncelikle
p(z,y) < d(z,y) yardimiyla, z € X ve 0 < & ne olursa olsun Sq(z,e) C S,(z,€) ve sonra da ¢ok
zorlanmadan S,(z, 13) C Sa(z, ) gozleyebiliriz. O halde, bu bilgiler yardimiyla, 74 topolojisiniti
tanimindaki A kogulunu gergekleyen bogtan farkli herhangi bir G kiimesinin, p metriginin belirlediji
7, topolojisinin tanummdaki benzer

Ve €U e, >0, Sy(r,e,) CU

kogulunu gercekleyecegi ve tersine bu yeni kogulu gergekleyen U kiimelerinin de énceki A kogulunu
gergekleyecegi kolayca goriiliir, yani kisacast 74 ve 7, altkiime topluluklar tiimiiyle aym kiimelerden
olusurlar. Metrik uzaylar terminolojisinde d ve p metriklerine esdeger metrikler denir. Dikkat,
0 < p(z,y) <1, kisaca 0 < p < 1 gergeklendigini unutmayalim. Evet, bu kadar temel bilgi yeter!
Yazimizin ikinci boliimiinde ise bu konunun devamini bulabileceksiniz. ..




