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1. Girig
Babilli matematikciler giinlimiizde Pisagor bagmtist olarak bilinen

2+ 9 =22
esitligi ve bunu saglayan (z,y, z) tamsay1 iicliilerini merak etmig ve bunun {izerinde caligmuglardir.
Bu bagintiy: saglayan z,y, z tamsayilar1 Pisagor igliileri olarak adlandirilir.

Hellenistik dénemden beri ilkel Pisagor iigliilerinin (1 digmda ortak carpani olmayan) su yolla
elde edillebilecegi biliniyordu; p ve ¢ aralarmda asal ve ikisi birden tek olmamak {izere a = p® —q?,
b=2pq, c=p?+ ¢> Bu durumda a, b, c'nin bir Pisagor ticliisti, yani a® + b = ¢ oldugunu gérmek
kolaydir. Bunun yamnda, iki tamkare toplaminin, bagka bir iki tamkare toplami ile garpimimn yine
iki tamkare toplamina esit oldugu yaklagik 4000 yil 6nce Babilliler tarafindan biliniyordu.

Ornegin: 2 =12+ 12, 34732 + 5

68 =2.34 = (12 + 12)(3% 4-5%) = 22 +- 82

Fibonacci, ”Tamkareler Kitabi” adl eserinde, Diophantus 6zdesligi olarak bilinen bu &zdeslikten
sozeder.
Bu 6zdeglik bagka bir iinli problemde énemli rol oynar. Bu problem, biiyiik olasihkla Pisagor
iicliilerinin yukaridaki gosteriminden etkilenilerek olusturulmusg olan ” Herhangi bir pozitif tamsayimin
iki tamkare toplami seklinde yazilip yazilamiyacag” problemidir. Bu broblem, gecmisteki biitiin tinli
matematikeilerin dikkatini ¢cekmistir. P. Fermat 1659’da yazdigi bir yazisinda, p = 4n + 1 geklindeki
her asal saymn iki tamkare toplami seklinde oldugunu ispatladigin: aciklamigtir. Ancak Fermat’mn
bu ispatina iligkin herhangi bir kayit bulunamamgtir. Yaklagik 100 yil sonra kayda gecen ilk is-
patlar 1749’da Euler’e, 1775’de Lagrange, 1776’da Laplace aittir. Gauss’da iki tamkare yazilimmin
tek olmasi gerektigini gbstermistir. Bu problemin en basit ispati D. Zagier’e aittir ve bu ispati
"p = 1(mod4) seklindeki her asal sayinin iki tamkare toplamma esit oldugunun bir satirlik ispati”
adli makalesinde tanitmigtir. Gergekten de ispat tek satir icerir. Bu ispat aslinda Liouville tarafindan
yapilan bir ispattan etkilenen Heath-Brown’in ispatinin basitlestirilmesidir.

Ikinci béliimdeki iki tamkare teoreminin ifadesini vermeden énce birinci boliimde karmagik sayilar
ile iki tamkare 6zdesliginin geometrik yorumunu ele alacagiz.

Hamilton tarafindan gozlemlendigi gibi karmagik sayilar; vektorel toplam ve vektorel carpim yardimiyl:
R? olarak diigiiniilebilir. Bu yaklasim ”quaternionlar ve dort tamkare” ve ” oktanionlar ve sekiz
tamkare” 6zdesliklerine agilimi elverigli kildigh icin uygundur.

Unlii dért tamkare dzdesligi ve quaternionlar konusu bir sonraki yazimizda ele alinacaktir.

2. Karmasik Sayilar

Pisagor teoremine gore; dik kenar uzunluklari z,y ve hipoteniisiinin uzuniugu r olan bir dik
lcgende
Py =1 o
egitligi vardir. Simdi R x R = R? diizlemini ele alalim. Bu diizlemdeki her P(z,y) noktas: igin (1)
esitligindeki r gercel sayisi, P noktasmin orijine O(0,0) olan uzakligii gosterir. Her P(z,y) noktast
z =z + iy (i2 = —1) ile eglestirilirse bu iglemin sonunda C = {z = z + iy|z € R, y € R} kiimesi elde
edilir. Elde ettigimiz C kiimesine karmasgik sayilar kiimesi denir. z;, 22 iki karmasik say1 olmak iizere;
bu iki saymin toplami(farki):

z1 £ 23 = (w1 + i) £ (22 + iy2) = (21 £ 22) +i(y1 L 10) (2)
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olarak tanimlanir. Bu ise koordinatlari (1, y1) ve (2, y2) olan iki vektortin toplami(farki)dir. Ayni
sekilde z; ve zo karmagik sayilarinin ¢arpimi

z129 = (@1 + iy1) (T2 + iy2) = (2122 — y112) + i(T192 + T21) (3)

dir. Ancak bunun (2) deki gibi vektérel bir iglemin sonucu olarak ifadesi kolay degildir. Sézkonusu
ifadeyi olusturmadan énce, her z karmasik sayisma Z ile gdsterilen ve 2’nin eslenigi olarak adlandirilan
z =z + i(—y) = z — iy karmagik sayisint kargilik getirelim. Bu iglem karma§1k sayilar kiimesinde
o(z) = z olarak tanimlanan bir involiit (bkz. Ek) érnegidir (Gergekten o? = I ve 6%(2) = z). Bu
involiitiin sabit noktalar1 (o(z) = z) ise 2 = Z kogulunu saglayan sayilardir, yani gercel sayilardir.
Bir z € R modiilii ile z sayismmn orjine olan uzakligi kastedilir ve |z| ile gésterilir. Bir z = z + iy
karmasgik sayisinin modiilii ise Pisagor teoremi yardumyla;

ZIQ“::: 4.1/“*7‘2 (4)

olarak tanumlanir. Bu son egzthk aym zamanda bn‘bxrmm e@lemgl olan iki karma§1k saylnin ¢arpimina
kargilik gelir, yam
*zm(wﬂy)(wﬂy)—m +y’ =17 (5)

iki Tamkare 6zd;§§li§i: [Alexandma T Diophantus)
(27 + v) (23 + 13) = (2132 — 1192)® + (@292 + T211)” (6)
Bu 6zdegligin ispat1 agagidaki esitliklerden dogrudan elde edilebilir.
(z123 — 11%2)” = (2172)° + (192)” — 271%9y170

(192 + 1122)* = (2192)” + (1172)” + 251729192
Bu ozdeslige gore 21 ve 23 karmasik sayilan icin agagidaki formiil elde edilir.

[21%|22* = 2122/ (M
Asgagida; _
_ z

o(z)=2 T W ; (8)

(z.271 = 1) ile tanmimli déniisiim de karmagik sayilarda bir involiit Srnegidir.

Problem 1. ¢ nin bir involiit ve 62 = I oldugunu gosteriniz.
Problem 2. Bu involiitiin sabit noktalarim bulunuz.

Simdi (3) formiilii ve bu formiiliin geometrik anlamina geri donelim. Ilk olarak u = = + iy icin,

[ul? =au=1 9)

kosulunu saglayan noktalar kiimesini gozoniine alalim. Bu kume yaricapt r = 1 olan 22 + y? = r?

gemberi iizerindeki noktalara karsilik gelir. Ayrica cos?t + sm t = 1 esitliginden yola gikarak bu
cember Uzerindeki noktalar, 0 < ¢ < 27 olmak iizere,

z =cost, y=-sint (10)

geklinde yazilir ve buradan da . .
‘ u =cost+isint (11)

‘elde edilir.
uy == costy +isint; ve up = costy + isinfy karmagk sayilar birim cember {izerinde ve arglimenti
swasiyla £y, t2 olan noktalar: temsil eder. Simdi u; ve ug birbiri ile carpilirsa,

uiup = (costy + isinty){costs +isinty) =
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(cost; costy — sint sinty) + i(costy sinty + cosiysinty) =
cos(ty + t2) + isin(t; + t2) (12)

elde edilir ve goriildiigii gibi u;.us carpimda birim ¢cember iizerinde argiimenti £1-+%5 olan bir noktadir.
Boylece her z = = + 1y karmagik sayist modiilii |u]| = 1 olan bir » € C igin,

z T+ 1y T i Y
u —_— — ——
I N R R R N RV
geklinde yazlabilir. Buradan (11) denklemine gére
. o y

————— =cost, ——=———= = sint
/22 + 2 ' T2+ y?
bulunur. Buradan da herhangi bir z € C i¢in
z = r{cost + isint) k (13)

elde edilir. O halde
z1 =ri(costy + isinty), 29 = racosis + isints) herhangi iki karmagik say1 olmak iizere

2123 = Ti7fcos(ty + ta) + isin(ty + t2)] (14)

carpim elde edilir. Boylece herhangi iki karmagik saymin carprmmin geometrik anlaminm; hmdiilii
T1.79 Ve argiimenti ¢, + £2 olan bir nokta oldugu goriliir.

3. Gauss Tamsayilari

m, n € Z olmak {izere 2 = m+in karmagik sayisini gozoniine alalim. Bu gekildeki tiim z sayxlamnm:
kiimesine karmagik tamsawyilar ya da Gauss tamsayilart denir ve Z[i] = {n-t+im|n,m € Z} ilegos
Geometrik olarak Gauss tamsayilar: diizlem tizerinde koordinatlar: tamsayilar olan noktalar. kﬁmeﬁlm,i
bagka bir degisle tamsayilar kafesini verir. (2) denklemine gore iki Gauss ta.msaylsmm t:opiaxm farky)
bir Gauss tamsayisidir. (3) denklemine gore z; = ny + imy, 23 = Ng + Mg dCiB; it s il onis

2123 = (n1 +ima)(ng + img) = (nyny — myms) + i(f"'l,mi?:i\ - m (15)

carpimi bir Gauss tamsayisidir. Bu son egitlikten iki tamka.reozde§ligmm Gauss tamsayilarmin
modili i¢in saglandigi goriiliir yani;

(72 +m3)(n3 -+ m3) = (nymg — myma)? + (nama + mana)” (16)

C de oldugu gibi o : z = m +in — Z = m — in doniglimi Z[i] lizerinde de bir involiit’dir.
Ancak (8) ile tanimlanan involiit genelde Z[i]’de involiit degildir. Bunun sebebi bdlme isleminin
Gauss tamsayilan {izerinde tamml olmamasidir. Bagka bir agidan bakilirsa, z = m + in ve n = kny,
m =kmq, k € Z yadan = 0(mod k), m = O(mod k) olacak sekilde bir karmagik say1 ise z = m+in =
k(my +in1) = k21, 21 € Z[i] olur. Buradan da

»|z]2 =n?+m?= kz(nf + mg) = kzlzl |2 1D

Boylece z = 0(mod k) ise |2|? = 0 (mod k) olur.

Simdi M = {m?+n? | |2|> = m®+n?, z € Z[i]} kiimesinin elemanlarin belirlemeye ¢alisalim. Bu
kiime aslinda iki tamsayinin kareleri toplam seklinde yazilabilen tamsayilar kiimesidir. Her tamsay:
sonlu sayida asal saymin garpimi olarak yazilabildiginden, sézkonusu problem p = m? + n? seklinde
yazilabilen p asal sayilarini bulmaya indirgenir.

Teorem 1. (Fibonacci) p ve g iki tamkare toplam seklinde yazilabilen iki asal say: ise, carpimlar:
da iki tamkare toplami seklinde yazilabilir.
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Ispat (16) daki iki tamkare Szdesliginden dogrudan yapilabilir.
Boylece iki tamkare toplamu seklinde gosterilebilen asal sayilari bulabilirsek iki tamkare toplami
geklinde yazilabilen biitiin tamsayilar: belirlemig oluruz.

Her p > 3 asal sayisi k €N i¢in 4k + 1 ya da 4k + 3 seklinde oldugundan bu sayilar: dikkate almamiz
yeterli olur.

Teorem 2. p = 4k + 3 geklinde bzr asal say: dse, p iki t:amka.re toplaml geklinde yazilamaz.

ispat: n2 4 m? toplami ancak n,m saylarindan en 42 biri tek oldugunda asal olabilir. Gergekten
n,m ¢ift sayilar: icin, (2k)% + (20)® = 4(k* + 1?) oiurf Bt duromds n? 4+ m? toplam icin iki olast

durum vardir:
Qk+1°+ (2 +1)? = 4P +k+12+1)+2

ya da
(2k+ 124+ 202 =4k +k+1%) +1

Goriildigi gibi iki tamkare toplammin 4 ile boliimiinden kalan 0,1,2 olabilir.
Teorem 3. p = 4k + 1 geklindeki her asal say1 iki tamkare toplami geklinde yazilabilir.

ispat: ‘
2 b dyz=p (18)

denkleminin dogal sayilardaki biitiin z,y, z ¢oziimler kiimesini gézoniine alahm ve bu kiimeyi M ile

© gosterelim. Ispat1 tamamlamak icin, p = 4k + 1 ise (18) denkleminin y = z olacak sekilde bir (z,, z)

¢oziimiiniin varligini gostermek yeterli olur. Ancak y = z olan ¢oziim M iizerinde tanimlanan;
o(2,9,2) = (@,2,9) (19)

involiitiiniin ( nin bir involiit oldugunu gosteriniz) bir sabit noktasidir. Bu nedenle (18) denkleminin
gozlimler kiimesi olan M’nin eleman sayisinin tek oldugunu gostermek yeterlidir.
Bunu gdstermek icin D. Zagier bagka bir 7 involiitii tanimlar ve bu involiitiin tam bir sabit noktasi
oldugunu gosterir. Béylece Mnin eleman sayisinin tek oldugu gosterilmis olur. Ik olarak (18)
denklemi i¢in agagidaki ifadelere bakalim;
a. x # 2y, aksi halde p = 2? + dyz = 4(y? + yz) asal bir say1 degil,
b.x # y — z, aksi halde p = (y — 2)? + 4yz = (y + 2)? asal bir say1 degil.
Dahast y — z < 2y dir. Boylece x degerlerini ii¢ aralifa bolebiliriz:
(I) z<y—=z
(N y—z<z<2y

; (I11) 2y<z

Simdi agagidaki involiitii ele alahm,
(z+2z,z,y~3—2), ze(l)

T(m’y’z): (zym:D)y’x—y—*_z)? IG(II) (20)
(z-2y,z~y+2zy), ze(l)
z? + 4xy denkleminin herhangi bir ¢oziimiiniin 7 involiitii ile ayn1 denklemin bir bagka ¢éziimiine
dontstiigiint kontrol etmek kolaydir. Gergekten (7)’de

(x4 22 2y -~z —2) =2 +4y2

(II) ve (III)’de
(- 20)° + dy(z — y + 2) = 22 + 4y=.
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oldugu gorilir.

Simdi 7(z, ¥, 2) = (2,3, 2’) olsun. = € (I)ise (z < y—2), bu durumda o’ = z+2z > 2z = 2y olur
ve (I)’deki bir nokta (III)’deki bir noktaya doniigmiis olur yani =’ € (IIT). Benzer sekilde z € (I11)
noktasinm z/ € (I) noktasma doniistligl goriilir. Buradan (I ) yada (I1I)’deki bir noktanin; (Iyde
o' =z 422>z ve (III)de 2/ = 2 — 2y < = oldugundan sabit bir nokta olammyacag: gorilir. Bunun
anlami sabit nokta yalniz (I7) araliginda olabilir ve boyle bir nokta i¢in 2/ = = — y + z ve buradan
z = 2’ oldupundan z = y olur. Bdylece p = z® + 4yz = 22 + 4z2 = z(z + 42) ve p asal bir say1
oldugundan z = y = 1 bulunur. Sonug olarak p = 4k + 1 ise (1,1,k) bir sabit noktadir. Gergekten
z=1ly=1vez=kise,z' =2—-1=19 =1ve 2 =1—-1+k==kvep=4k+1 olur.

Simdi yukaridaki teoremler yardimiyla elde etmek istedigimiz sonucu yazabiliriz.

Sonug: (Fermat) n tamsayisiin iki tamkare toplami geklinde yazilabilmesi icin gerek ve yeter sart
n’nin 4k + 3 seklindeki biitiin asal ¢arpanlarimn issiiniin ¢ift olmasidir.
Ornek: 245 = 5.7.7 =72 + 142, 42 = 2.3.7 £ a* + V°

Yukaridaki sonuctan da goriildiigii gibi her tamsayiy1 iki tamkare ya da Legendre’nin ”{i¢ tamkare
teoremine” gore ii¢ tamkare toplami seklinde yazmak miimkiin degil.
Bundan sonraki yazimizda her tamsaytyin dort tamkare toplami seklinde bir gosterimi oldugunu ifade
eden " Dért Tamkare Teoremi” ni ve bu teoremin, karmastk sayilarin genellesmesi olan quaternionlarla
iligkisini bulabileceksiniz.

Ek: M herhangi bir kiime ve o : M — M bir doniisiim olsun. Eger o doniigitmii her m € M igin
o(o(m)) = m kogulunu saglarsa o’ya bir involiit denir. involiit M’nin elemanlarmi (m,o(m)) gibi
ciftlere aymr. o(o(m)) = m oldugundan m ve o(m) elemanlan igin sirasiyla simetrik (m,o(m))
ve (o(m),m) diftleri elde edilir. Ancak o(m) = m oldugunda (m, m) eleman: elde edilir. Boyle
bir noktaya sabit nokta denir. Boylece M sonlu bir kiime ise (m, o(m)) noktalar kiimesinin eleman
sayisinm ¢ift yada tek olmasi, sabit noktalarmmn cift ya da tek olmasina bagl oldugu goriiliir.
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