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KUATERNIYONLAR VE DORT TAMKARE TEQOREMI
Oktay K. Pachaev-Engin Biiyiikagik
IYTE Matematik Bskimii, IZMIR

Gegen sayidaki yazimizda p = 4k+3 geklindeki asal sayilarin iki tamkare toplami geklinde yazilamayacs
ve dolayisiyla her tamsayinin iki tamkare toplam geklinde yazilamiyacagini gostermigtik. ;
Dogal olarak her tamsaymn {i¢ tamkare toplami olarak yazilip yazilamiyacag sorulabilic. Cevabin
hayir oldugu agagidaki teorem yardimuyla kolaylikla goriilebilir. ‘

Teorem.l n pozitif bir tamsayr ve n = 7(inod 8) ise, n tamsaysi {ic tamkare toplam: geklinde
yazilamaz.

ispat (0’dan 9’a kadar olan sayiarin kareleri mod 8’e gore 0, 1 ya da 4’e denktir.Béylece {i¢ tamkare
toplam: mod 8’e gore 0, 1, 2, 3, 4, 5 ya da 8’ya denk olur ancak 7’ye denk olamaz.

Fermat her pozitif tamsayinm dort tamkare toplamina, egit oldugunu iddia etmigtir. Lagrange
1770 yilinda Fermat’in bu iddiasini yani; her pozitif n tamsayist igin
n=z’+y°*+27 +w’
olacak gekilde z, y, z, w tamsayilarinin bulundugunu ispatlamigtir. Ornegin;
100 = 5% + 5 + 5% 4 57
ve
118 =10% + 4% + 12 + 1%
Jacobi ise n tamsayisinin bu gekildeki gdsterimlerinin sayisim bulmugtur.
Dért Tamkare Ozdesligi: Eger m ve n,
m=a’ +aj +al + o}
ve .
n=1>b7 + b3 -+ b3 + b3
geklinde yazilabilen iki tamsay: ise bu durumda mn = ¢? + ¢ + ¢ + 3 dir.
Ispat:Bu Ozdegligin ispati,
: ¢1 = a1 b1 + agby + aghs + agbd
€2 = Q1be — asby + aszbs + a4b3
c3 = a1bg — agby — agby + agb2
C4 = a1by — aghy + aabs — azh2
egitliklerinden dogrudan yapilabilir.
Yardime: Teorem: Her asal say1 dort tamkare toplami seklinde yazilabilir.

ispat: p asal bir say1 olsun. 2 =12 + 12 4 0% + 02 oldugundan p’yi tek say1 olarak kabul edebiliriz.
Ik olarak p’nin bir katimin dort tamkare toplami geklinde yazilabilecegini gosterelim.

X ={2*0 < 2 < 5”—;11} veV ={-1-9%0 <y < 5?1'2'—11} kiimelerinin herbiri mod p’ye gore
birbirne konglirent olmayan f%l) eleman icerir (gergekten X ve Y'deki biitlin elemanlar p den

kii¢iik dolayisiyla birbirinden farklidir). mod p’ye gbre birbirine konglirent olmayan p tane eleman
ve diger taraftan X ve Y kiimelerinde toplam p + 1 eleman oldugundan; X kiimesinin bir elemam
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Y kﬁmesindeki bir elemana mod p'ye gére kong{irem; olmalidir. Boylece 22 = —1 — ¢* (mod p) yani
kp =1+ 22 + 42, ve buradan da kp = z? +¢? + 12 + 0% olarak bulunur.

Sindi yapmgxmzz son iglemlerden dolay1 kp = 2® + ¢? + 2% + w? ve k > 1 oldugunu ka,bul edebiliriz.
Amacladigimiz sey k'v1 k = 1 oluncaya kadar indirgemek.

k cift ise, z, ¥, 2, wden cift olanlarin sayis: tektir; gerekirse siralarin degigtirerek z = y (mod 2)
ve z = w (mod 2) oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda

k a:+y)2 (x 3)2 (z+fw

§P=( 2+

olur. Ve bu iglemi p’nin bagindaki sayi tek oluncaya kadar uygulayabilecegimizden, kp = 22 + 3% +
22 +w?, k > 1 ve tek bir say1 olarak kabul edebiliriz.
Simdi & = 2q, ¥ = w0, 2 = 20, W = wg (mod p) olsun. Burada |zo], |yol, |20, o] < k/2’diz. Bu

nedenle
0< :cg‘ -+ yg -+ zg +wi < (?;/2)2 —+ (Ic/2)2 -+ (k/?)z + (k/2)2 = k2

ve boylece
zi4+ys + e +wi =2t +y? + 2 +w? =0 (mod k),

buradan da 3 + y3 + 22 + w2 = kl, 0 < I < k bulunur. Simdi Dért Tamkare Ozdegliginden;
2 =ax+yyo Fra+wwy =22 + ¥ + 22 +w? =0 (mod k),

y1 = (Yo — zoy) + (zwo — 2ow) =0 (mod k),
2 = (z20 — To2) — (ywo — yow) =0 (mod k),
wy = (zwo — zow) — (2%0 — 20y) = 0 (mod k),

iciny

Klp = (kp)(kl) = (2% + 1* + 2% + w?)(2? + y2 + 28 +wl)
=2t +yl + 2+ wi
elde edilir, buradan da
= (21/k)* + (1 /5)* + (21 /K)* + (w1 /k)

dort tamkare toplami olur ve 1 <1 < k’dir. Sonlu adim sonra aym indirgeme ySntemi ile & = 1 elde
edilir. Bu ise p’nin dort tamkare toplamina egit oldugunu gdsterir. ’

Simdi yukarida verdigimiz teoremlere dayanarak agagidaki sonucu yazabiliriz.
Sonug: Her pozitif tamsay: dort tamkare toplami geklinde yazilabilir.

Jacobi bir tamsayiin farkh dért tamkare toplam: geklindeki gisterimlerinin sayisy fizerinde cahignug.
ve bununla ilgili agagidaki tecremi bulmustur.

Theorem.2 n pozitif bir tamsay1 olsun. n = 2 + % + w? + 22 olan (z, ¥, w, 2) dortlilerinin sayisy,
n tek ise, SEd[ﬂ d; n ¢ift ise, d tek olmak lizere 243 din @ ye esittir.

Ornein n = 5 ise teoreme gdre, 5'in 8(1+5)=48 tane doért tamkare gdsterimi vardir.
Kuaternivonlar

Bir kuaterniyon, ¢ = w + iz + jy + kz karmagik sayilarda oldugu gibi; reel kisim w = Re(g) € R ve
sanal kisim olan Im(g) = iz + jy + kz € R® nin toplamindan olugur.

Kuaterniyonlar ¢ = w4z + jy+ kz formundaki genellegmis karmagik sayilar (hiperkompleks) olarak
digliniilebilir. Buradaki ¢, j, k arasinda agagidaki carpim kurallar vardir;

35=k: _'jia
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ik =i = —kj,
ki=j=—ik

da tanimlanan carpim bagintilarindan, kuaterniyonlar kiimesinin (H) carpma iglemine gére
zeli olmadigini gorebiliriz.

g = w + 1z + Jy + kz olmak lizere ¢'nun eglenigi § = w —~ iz — jw — k2 olarak tanimlanir. Buradan da
g = (w+iz +jy+ k2)(w — iz — jy ~ kz) = ... =
w? + 2% + ¢ + 2% = |gf?

elde edilir. Elde edilen |g| reel sayisina ¢’nun normu adi verilir. Boylece |g|> # 0 yani g # 0
oldugunda q(l—q‘l%) = 1 olur bunun anlam: ise, sifirdan farkl: her ¢’nin ¢~ ile gésterilen carpmaya gdre

tersi oldugudur ve ~
~1 g

q fod
|af?
dir. .
%o = 01 +iag + jas + kas ve gy = b1 + iby + jbs + kby iki kuaterniyon olmak fizere, gnq, carpim:
© ags = (@11 — azby — agbs — asbs)

+’5(a152 +aghy +azby — a453)
+j(a1b3 + asby + asbs — aghs)
+k(a1b4 + aqbs + agbs — azbhs)

bulunur. Buradan da iki kuaterniyonun carpiminin normau igin

|Qa§’b!2 = ’QG,‘%%P
egitliginin saglandigi goriiliir. Bu ise birinci béliimde gordiigiimiiz ”"Dért tamkare Ozdegligi” 'nden
bagka birgey degildir. » ~
Gecgen sayidaki yazimizda z = = + iy ve |2| = 1 kogullarim saglayan her karmagik sayinin

Z=Cos@+ising
bigiminde bir gbsterimi oldugunu gdstermigtik. Benzer gekilde g =w + iz + jy + kz, |g) =1 ve

A= iz + jy -+ kz
Vi +y? 4+ 22
olmak lizere, ¢ kuaterniyonu
. g = cos(p/2) + fisin(p/2)
seklinde yazilabilir.
Gauss tamsayilarinm Z [i] = {z+iy| 2, y € Z} geklindeki karmagik sayilardan olugtugunu gdrmiigtiik.
Benzer gekilde kuaterniyon tamsayilar: yani katsayilar: tamsayi olan kuaterniyonlar kiimesini tanimla-

. yabiliriz. Boylece ”bir tamsaymin dort tamkare toplami seklinde yazilabilmesi gerek ve yeter kogul
bir kuaterniyon tamsayisinin normuna, egit olmasidir” sonucunu cikarabiliriz.




