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BIR GENISLEME TEOREMI (II)
Nurettin Ergun o
Istanbul Universitesi, Matematik Boliimii, Vezneciler/ISTANBUL

IIT. Hausdorff’un Genisleme Teoremi

Evet, artik bunca bilgiyle donatildiktan sonra bu yazinin ana sonucunu ve kanitlamasimi grelim.
Agagidaki kanitlamay: okumadan 8nce temel bilgiler kisminda anlatilanlar: bir kez daha sindirerek
okumamz Sneririz. ;
Hausdorff Teoremi (19198): Metrik bir uzaymn kapali bir alt uzaymnda tammbh olan her siirekli ve
sinirl gercel degerli fonksiyonun uzaya siirekli bir geniglemesi vardir. -
Kamtlama: X lizerinde d metrifi tammh olsun, genelligi bozmaksizin 0 < d < 1 alabiliriz, ¢linkii
X tzerindeki topolojiyi, bu son kogulu gercekleyen ve d metrigine egdeger olan bir metrigin be-
lirledigini, ammsayacagimz gibi, zaten gdstermigtik. Alt uzay kavramim ayrintilariyls bilmeden bu
kanitlamay1 bagarabiliriz, tek bilmemiz gereken (X, 7;) uzayinda kapal: bir K kiimesinde tammli ve
K’nin her noktasinda, siirekli olan f : X — [0, 1] gercel degerli fonksiyonun siirekli bir geniglemesinin
(X, 74) uzaymnda tammlanabildigini géstermektedir. Peki, sinirli f fonksiyonu [0,1] aralifinda degil,
geligigiizel bir [a,}] aralifinda defferler alsayd: ne degigirdi? Bu Snemli ve can alici soruyu sona
birakalim, gimdi kamtlamada “teknik kolayliklar” sagladi: icin, her z € K icin 0 < flz) < 1
gergeklendifini varsayarak genigleme fonksiyonu tammlayalim; bu 5zel varsayin altinda kamtlamay1
bagarirsak eger, f : K — [a, b] durumunda da kolaylikla bagarabilecegimizi sonradan goérecegiz. Simdi,
yine [0, 1] araliginda degerler alan

F(x):{inf{f(y)'*"gé%-—l:ye}{} ;i zeX-K
f(z) i z€eK

tammlayalim. Dikkat edilirse K kapali oldugundan, herhangi # € X — X icin, negatif olmayan d(z, K)
gergel sayisin sifir olmasi yani # noktasinin K kiimesine yapigik olmas: s6z konusu degildir, kisacasi
her z € X — K icin tamimda paydada yer alan d(z, K) pozitiftir ve dolayistyla bu yeni fonksiyon
X uzaymin tiim noktalarinda tanimlidir ve tistelik X kiimesindeki her z noktas: icin F(z) = f(z)
olmaktadir, {istelik F* fonksiyonu f’nin bir geniglemesidir, ¢iinkii o da [0, 1] araliinda degerler ahr:

. _ dz,y)
v -
zeX-K icn Flz)< iz, )

olur, ¢linkii f(y) ~1 < 0 dir ve sonugta y € K elemanlar: {izerinden infimum alarak F(z) <

infa%%% = a-(—w-l’minf{d(z,y) :y € K} = 1 bulunur. Ustelik 0 < g((—f’—}% ~1ve 0 < fly) <

fly) + %&% = 1 nedeniyle, her bir 2 € X — K i¢in 0 < F(z) < 1 ve sonucta her z € X icin
0 < F(z) < 1 bulunur. Simdi bu yeni fonksiyonun uzaym her noktasinda siirekli oldugunu ve
dolaysiyla aranan genigleme fonksiyonu oldugunu gdsterelim. Bu, uzun ve gergekten ¢aba, gerektiren
l?ir kamtlama olacaktir. Oncelikle herhangi bir #; € X — K noktasinda stirekliligi gbsterelim. :
fddia: Vo122 € X — K igin |F(a1) — F(zs)] < d(wl,mg)»(l + Toixy + Ty ) - Bu iddiann
kamtlanmast sirasinda, yine kisalik ve kolayhk amaciyls 0 < & = d(z1, K) yazalim. zy = 29 icin
iddia apagiktir; effer 1 # x5 ise d(z1,2) uzaklif1 pozitif olacagindan, infimum tanimi geregi uygun
bir y € K elemam icin
d(xl,y)

Vf(y) + Ao, K 1< F(z1) +d(zy,22)

gergeklenir ve iistelik isin ilging yani y € S(z1,361) olmak zorunadadr, giinki aksi halde 3d(z1, K) <
d(z1,y) olur ve sonucta

2<10) +2 1)+ G2 1 < o)+ o, ) < 2
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celigkisi dogard:. Demek ki yukaridaki egitsizligi gergekleyen aract y elemant K NS(x1,3d1) kiimesine
aittir ve bunun aracihg yardimiyla

d(ilfz, y)

Flaa) < 1) + gy =1 < Flo) +d(as,22) + di@s,y) _ d(z1,9)

d(.’Eg,K) d(IEl,K)

bulunur. Oysa son fark icin

%d($2,y) _ d(zlyy) < ld(iﬂg,y) _d(flfl,y)}
ICZ(RZQ,K) d(ﬂfl,K) - d(fL“Q,K)

)ld(m%K) - d(.’L‘l,K)i

-+ d(ﬁl?y d(ﬁ';l,K) R d(ﬁ'ﬁg,K) -

bulunur, ¢linkd gercel sayilarda

[B1 — ba
lbl]&l @}+}2|Ib bl

1 ;_l
b1

egitsizligi gegerlidir. d(z1,y) < 361 oldugu ammsanirsa, sag yan -

d(z‘l,zz) 351 . d(ml,&”g) _ d((cl,l'z)
d(l’z,K) d(ﬁl,K) d(wz,K;\_ d($2,K)

ifadesinden ve dolayisiyla 4d(z;, 29 1 ’den kiiclik kalir. Tim bunlar
k) + Tk

4 4
F F < d(z1,
)= Flon) < o) (14 g5+ g 7
verir. z; ve x9’nin rollerini deg1§t1rerek elde edilecek olan benzeri esitsizlikten yararlanilirsa, yukaridak
iddia elde edilir. Oysa temel bilgiler kisminda gbzledigimiz gibi Vz € X igin g(z) = d(z, K) bigiminde
tamimlanan gercel degerli g fonksiyonu siirekli (aslinda diizgiin siirekli) oldugundan, ; noktasindaki
stireklilik geregi
: ;. &1 )
Ve S(aa) idin @) € (sle0) - Fooon) + )
&

olacak b1g1mde 0< & vardir; kisacasi ¢ € S(z1,61) igin & = g(z1) — & < g(e) = d(z,K) ve
dolayisiyla 4 —7 < bulunur O halde iddiadaki egitsizlik kullamlacak olursa, ¢ok zorlanmadan

Vz € 8(zy,e) icin |[F(z) — F(z1)] < (1 + %) d(z,z1)

bulunur. Burada ¢; =1 + sabmmm yalnizca siivekliligin incelendigi #; € X —~ K noktasinag bagh
oldugu goézlenmelidir. Tiim bunlamn sonunda, 0 < §c < min{e:, =} pozitif sayis: secilirse her birz e
S(z1,0) icin |F(z) — F(z1)] < € gerceklesir, kisacas1 F fonksxyonu 21 noktasinda stirekli olur. Simdi
de F fonksiyonunun herhangi bir yakinsak {z,}°%; dizisi icin lim,, . F(zn) = F(2o) ger¢eklendigini
kanitlayarak gdzleyelim. Dikkat: K kiimesi kapali oldugundan 8K C K = Y (K) C K gegerlidir ve
dolaysiyla zp € K ve F(zg) = f(zo) ilk gbslemimizdir. Ayrica herhangl bir # € X — K elemam
icin  # g, 0 < d(z,z0) ve dolayisyla inf{d(z,y) : v € K} = d(z,K) < d(,K) - (1 + d(z, x0))
gecerli oldugundan uygun bir 0 < ¢, ve y, € K sayesinde d(z,y.) < inf{d(z,y) 1y € K} + ¢, <
d{z, K)-(1+4d{z, zg)) bulunur; dikkat edilsin: o ve b gercel sayilari icin ¢ < bise a+ ”mgﬁ < b= bg“ <b
gecerli olur. O halde bu araci g, € K eleman sayesinde F(2) < f(ys) -+ % 1< fys) +d(z, x0)
bulunur. Ayrnica yukarida yapildigi gibi, uygun bir ¥, € K N S(z, 38,) eleman: yardinuyla f (yx) +

‘;((Z'i;)) 1< F{z) -+ d(zg, ) ve sonucta

1) - d(z,20) < (o) - (jﬁfg L 1) < @)
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bulunur. Burada §, = d(z,K) > 0 yazlmigtir. Demek ki her bir z € X — K elemam igin arac
elemanlar yardimiyla

f(ye) — d(@, m0) < F(z) < f(yo) + d(z, 7o) (%)
bulunur. Oysa zq € 0K C X — K oldugundan, tlim terimleri X — K agik kiimesinden alinmig ve
limy oo = To yani imye0 d(Zn, o) = 0 gercekleyen herhangi bir yakinsak {z,}22 , dizisi i¢in de bu
egitsizlikler yardimiyla,

f(y:'z) — d(20,%n) < F(2n) < f(yn) +d(@0,2,) (Vn€EN)

gerceklenecek bicimde aract y,,y), € K noktalar: var olacaktir. Dikkat edilirse y, € K noktalarimn
tanim geregi 0 < d{@n,¥n) < d(2n, K) - (1 + d(zo,n)) gerceklegmektedir. Oysa 0 < |d(z,, K )
d(zg, K)| < d(zg, z5,) nedeniyle lim, o d(zy, K) = d(zg, K) = 0 ve dolaysiyla limy, o0 d(xn, Yn) =
elde edilir. Limit iglemi yardinuyla, kanitlamanin nasil bagariyla sfirdiiriildiigliniin ayrimina vanyorsur.
degil mi sevgili okurlar? Daha bitmedi! Ustelik 0 < d(y),, ) < 3d(zn, K) gerceklendigini, y!, €
KnNS(zn,3d(z,, K)) elemanlarinin tanimindan gikaniniz. O halde énce limy, o0 d(3),, 2,) = 0 ve sonra
da bu sonugtan ve 0 < d(yn, x0) < d(Yn, n)+d(Zx, To) esitsizliklerinden kolayca limy, oo d(Yn, o) = 0
.buluruz. Demek ki bu aract y,,y,, € K elemanlarinin belirledigi diziler icin sirasiyla limy, oo ¥ = %o
ve lim, oo ¥, = ®o sonuclarma uvlagiriz. Oysa gercel degerli f fonksiyonu K kiimesinin her nok-
tasinda ve Ozellikle zp € K noktasinda stirekli oldugundan sonugta limy, e f{yn) = flzo) ve
limy o0 f(uh) = f(zg) elde ederiz. Simdi yukarida bulunan (*) egitsizlikleri kullanilarak, her n € N
icin
£(Wh) — £(@0) = (20, 2) < Flon) — £(@0) < F(yn) — (@) + d(@0, 2n)

gegerli oldugundan, sol ve sag yam sifir gercel sayisina yakinsadigi igin sonugta lmp oo F(zn} =
Flmo) = F(zo) buluruz. Evet, arkamza yaslanip biraz soluklanin, igin Snemli kismim bagardik.
“Peki geriye ne kaldi, tanri agkina?” diye sorabilirsiniz. Ufak ama Onemli ayrntilar kaldi. Dikkat
edilirse F fonksiyonunun zy, € 8K noktasmda, sireklilik kanitlamasinin tam anlam1yla bitirilmi§
Ama boyle bir dizinin ister i) sonlu tanesi d1§mda tiim terimleri K kiimesinden secilmig olsun, 1ster
ii) sonlu tanesi diginda tiim terimleri X — K kiimesinden secilmig olsun ve isterse iii) sonsuz sayida
terimi K kiimesinden ve sonsuz sayida terimi X — K kiimesinden segilmis olsun, hep F(z,) = f(zo)
gerceklegecektir, nedenini kolayca gisterebileceginizi umuyorum. Son irdelenmesi gereken durum ise
F fonksiyonunun herhangi bir zy € ic{¥) noktasinda stirekli oldugunu gostermektir, oysa bu durumda
S(zo,€0) C K gercekleyen bir acik yuvar vardir ve bu yuvardaki tiim noktalarda F ve f esit degerler
alirlar ve f fonksiyonu bu yuvarin tlim noktalarinda stireklidir, sorun kalmaz. Kisaca sonug olarak
F fonksiyonu tammlandigr metrik uzaymn her noktasinda stireklidir, Evet, yazimin sonunda gimdi, ya
f:K = le,byada f: K = R olmas: durumlarinda siirekli bir genigleme fonksiyonu var mudir
acaba, bunlar: bir aragtiralim bakalim. Birinci durumda g(z) = ﬂf_)_—;—“ bigiminde tamimlanan stirekli
ve gergel degerli g : KX — [0, 1] fonksiyonunun tiim uzaya yapilan stirekli geniglemesini G : X — [0, 1]
ile gosterecek olursak, F(z) = a + (b — ¢)G(z) fonksiyonunun siirekli olsdugunu, F : X — [a,d]
gerceklendigini ve {istelik her bir z € K icin F(z) = a + (b — a)g(z) = f(«) gerceklegtigini kolayca.
goriirliz. Peki ya f : £ = R durumunda ne yapabiliriz? “Ama nasil olur, bu durumda f(K) goriinti
kiimesinin simirl bir aralik tarafindan kapsanmig olmas: giivence altinda degil ki, Hausdorff genigleme
teoremini nasil uygulayabiliriz?” diye sorabilirsiniz. Oysa her z € R i¢in h(z) = 1f,= olmak {izere hof
bilegke fonksiyonunun [0, 1] araliginda degerler aldigim ve {istelik h fonksiyonunun bire-bir ve siirekli
oldugunu gozlemek giic degildir. Peki ya sonra... neler yapilmalidir? Cok kolay sevgili okurlar,
biraz dikkat litfen. Yazinin sonunda sizlere bir 6nerim var. Once biraz soluklanin sonra biraz miizik
dinleyin, drnegin biliyiik tlirkd ustast Ruhi Suw’'nun Pir Sultan Abdal’imi ve daha sonra Hausdorff'un .
su glizelim kanitlamasini bir kez daha okuyun usta igi matematigin degerine varm. Iyi caligmalar
sevgili okurlar!




