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Giris

Eski zamanlarda matematik denildiginde geometri anlagiliyordu. Son ylizyilda matematifin ¢ok
cesitli dallarinin ortaya cikmasina ragmen geometri cagdas matematikte 6nemini korumaktadir.

Eski zamanlardan beri ilgilenen her kigiyi biiyiileyen ¢ok sayida geometrik problem bilinmektedir.
Kiibfin {ic kat1 biiyiitiilmesi, agmn {i¢ egit parcaya bdliinmesi ve bir dairenin alanina egit karenin
bulunmas: gibi, finli geometrik ¢izim problemlerini ¢Bzme ¢abas: matematigin yeni dallarinin ortaya
gikmasing neden oldu.

19. asirda yapilan bircok ciddi incelemeler sonucu klasik noktalar, dogrular ve cemberlere yenileri
eilendi.

Biz bu yazida Euler dogrusu ve dokuz nokta ¢emberinden bahsedecegiz.

EULER DOGRULARI

Bir {icgenin kenarlarinin orta noktalarini birlegﬁirdigimizde elde edilen {iggene, o licgenin orta
ticgeni diyelim. Sekil 1’deki 4; B'C’ tiggeni ABC uggenmm orta licgenidir. Bu {iggenlerin elemanlar:
arasindaki baz: bagintilar gorelim.

ABC {icgeninin agirlik merkezini R ile, diklik merkezini H ile, gevrel ¢emberinin merkezini O ile
gbsterelim. O nokiasy ayns zamanda A'B'C’ dggeninin diklik merkezidir.

AB' A'C' paralelkenar oldugundan, [AA’] ve [B'C’] kigegenlerinin P kesigim noktasi bu kigegenleri
variya béler, dolayisiyla A’ B'C {iggeninin [A’ P] kenarortay1, ABC {icgenin [AA’] kenarortay: tizerinde
Benzer gekilde A’B’'C’ {icgeninin diger kenarortaylarinin da ABC {icgeninin kargilik gelen kenaror-
taylar {izerinde oldugu goriiliir. Boylece R noktasi, A'B'C’ {icgeninin de agirhik merkezidir. ABC
ve A'B'C’ ficgenlerinin benzerlik orani 2:1 oldugundan, | AH |=2| A'O | ve | AR |=2 | AR | dir.
[BC] kenarmna ait yiikseklik [AD] olsun. AD ve A’'O dogrularinin paralellifinden, AHR ve A'OR
{icgenlerinin Kenar-Agi-Kenar (K.A K.) benzerlik teoreminden 2:1 oraniyla benzer oldugunu, buradan
da ARH ve ARO acilarinin egit oldugunu elde ediyoruz. Dolayisiyla H,R,O noktalar: dogrusaldr.
Aynica | HR |= 2 | RO | oldugundan, bu da R noktasimin H ve O noktalarinin arasinda bulundugunu
goOstermektedir.

Baylece, agagidaki teoremi kanitladik.

Teorem 1. Her hangi bir ficgenin agirhik merkesi, diklik merkezi ve gevrel cemberinin merkesi
dogrusaldir. Agirlik merkezi, diklik merkem ile cevrel gemberinin merkesi arasindaki uzakhigs 2:1
oranminda béler. O

Teoremde szl gegen bir {iggenin agirhk merkezi, diklik merkezi ve ¢evrel cemberinin merkezinin
izerinde yer aldigy dogruya Euler dogrusu denir.
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Sekil 1

DOKUZ NOKTA CEMBERI

Sekil 1’ incelemeye devam edelim. ABC ticgeninin A'B’'C" orta ficgeninin cevrel cemberine bakalim.
O ve R noktalar1 A’B'C" {icgeninin sirasiyla diklik ve agirlik merkezleri oldugundan OR, bu {liggenin
Euler dogrusudur. PN, [B’C’"] kenarmn orta dikmesi olsun (burada N bu dikmenin OR ile kesigim
noktasidir). Teorem 1’den dolayr A'B'C’ {iggeninin gevrel gember merkezi (bu merkez dogal olarak
PN fizerindedir) OR Euler dogrusu {izerinde bulunacaktir. Oyleyse A’ B'C’ ficgeninin cevrel cember
merkezi N noktasidir, ayrica r = |[NA'| = |[NB'| = |[NC"| yarigapt ABC ficgenin ¢evrel cember
yangapinn yarisidir (ABC ve A'B'C’ {icgenlerinin 2:1 oramiyla benzerliklerinden dolayz).

AH,PN ve A’O dogrular: paralel oldugundan ve [AA’] dogru parcast PN dogrusu ile kendi orta
noktast olan P noktasinda kesigtigiden, PN dogrusu AH ve A'O dogrularmdan egit uzakliktadir.
Boylece N, [HO] dogru par¢asinin orta noktasidir. [AH] dogru parcasinin F orta noktasim ele alalim.
Daha tnce elde ettigimiz |[AH| = 2|A'O| baglantisindan |N A'| = | N F| egitligini elde ediyoruz, yani 4
ve F, N merkezli r yarigapli gember {izerindeki antipodal (¢ember ve bir ¢apinin kesigtigi iki nokta)
noktalardir. O halde F noktasi A’B'C’ {icgeninin cevrel ¢emberi {izerindedir. ABC {icgeninin diger
yiiksekliklerinin kogeden H diklik merkezine kadar olan parcalarnin orta noktalarinin da aym 6zellige
sahip olacag aciktir. Bu {ic nokta da Euler’in adini tagiyorlar.

ATDF dik agis: sbzii gegen gemberin [A'F] capim gbrdiigiinden, D noktasimin (ve benzer gekilde
ABC tcgeninin diger yliksekliklerinin ayaklarinin da) bu ¢cemberin lizerinde oldugunu elde ediyoruz.
Béylece A'B'C' ficgeninin gevrel cemberi ABC ficgeninin Euler noktalarindan ve yiiksekliklerinin
ayaklarindan geger.

Bagka bir deyigle, ABC {icgeninin dokuz 6zel noktasindan gecen bir ¢emberin bulundugunu
kamtladik. Bu énemli sonucu agagidaki teorem geklinde verelim.

Teorem 2. Herhangi bir ficgenin tim yliksekliklerinin ayaklar, tlim kenarlarinin orta noktalar
ve Euler noktalar: aym bir cember lizerinde bulunur. Bu ¢cemberin yaricap, licgenin gevrel cemberinin
yaricapinin yarisina esittir, merkezi de Euler dogrusu {izerindedir ve {icgenin diklik merkezi ile ¢evrel
cemberinin merkezi arasinda bulunur. 0

Teoremde bahsedilen cember dokuz nokta cemberi olarak bilinir.

~ Teoremin ispatinda kullandigimiz gekildeki icgen dar aciliydi. Genig acgih licgende diklik merkezi
icgenin diginda kalacaktir (Sekil 2’deki H noktasi). Dik {icgende ise ele alinan 9 nokta Sekil 3'teki
B, 4, K, 0, gibi beg noktaya doniigiir.
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Asazidaki dort problem ise okuyuculara aligtirma olarak verilmigtir.
Dokuz nokta teoremi haklinda daha fazla bilgi icin kaynakcada belirtilen kitablara bakabilirsiniz.

PROBLEMLER
1. Genig acih ficgen icin Teorem 2’yi detaylh sekilde kanitlayinz.
- 2. Dik figgen icin Teorem 2’yi detayl gekilde kanitlayiniz.

3. ABC {iggeninin i¢ agiortaylarim, cevrel cemberi D, E, F noktalarinda kesene kadar uzatalim. Ag
ortaylarinin kesigim noktast L olmak fizere, [AL], [BL], [CL], [DL},[EL}, [FL}, [DE}, [EF],[DF] dogru
parcalarinin orta noktalarinin ayni cember {izerinde bulundugunu kanitlayiniz.

4. Bir kirigler dértgenin kdsegenleri birbirine dik ise, bunun kenarlarimmn orta noktalar: ve kigegenlerin
kesigim noktasindan kenarlara inilen dikmelerinin ayaklar: aym cember iizerindedir. Kanitlayimiz.
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