PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyar:: Dergimize aligtirma problemlerinin ¢6-
ziimlerini degil, yalmzca yarisma problemlerinin
¢ozlimlerini yollaymiz. (Ozlimleri gdnderirken
litfen gu noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢Sziimiini ayr: bir kagida okunakl
ve anlagilir bir bicimde yazmniz.

— Kagidin sag {ist kogesine adiniz, soyadinizi,
adresinizi, §grenci iseniz okulunuzu ve sinifinizi
yaziniz.

~ (oziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Ens-
titlisth, Matematik Bolimid, Giilbahge Kéyii,
Urla/Izmir adresine 31 Agustos 2001 tarihine
kadar gbnderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.231. Vden bir n > 1 pogzitif tam saysina
kadar olan sayilarin art arda yazilmasindan
elde edilen sayiya ”seri” diyelim (8rnegin,
1234,12345678910111213 v.s.). Iki serinin
carpiminin seri olamayacagimn: ispatlayiniz.

A.232. ABC dik {icgeninin AB hipoteniisii
izerinde, BM — MC ve |AN| = |AC] olacak
gekilde, M ve N noktalari alinmigtir. Sonra
|BP| = |BN| ve |AQ| = |AM] olacak gekilde, BC
ve AC kenarlar: {izerinde sirasiyla P ve Q nok-
talarr alindilar. C, @, M, N, P noktalarimin ayn
¢ember lizerinde bulundugunu gdsteriniz.

A.233.  a1,89,...,a200 sayilarindan bir kismu
mavi kalemle, geriye kalanlari kirmizi kalemle
yazilmugtir. Kirmizi sayilan silersek, geriye 1’den
100’ kadar olan tlim tam sayilar (artan sirayla)
kalacak. Mavi sayilar: silersek, geriye 100°den 1%
kadar tlim tam sayilar (azalan sirayla) kalacak.
ai, ag, ..., G100 saylari arasinda 12’den 100°e kadar
olan tliim tam sayilarin bulundugunu ispat ediniz.

A.234. her n pozitif tam sayis: icin
n?~1

V+ VO + - + (V) <

oldugunu gosteriniz. (Burada {2z} =z — [|z]], =
sayisinin kesir degerini g6stermektedir).

A.235. 22222 boyutlu kiibii dért tane lzlzl
boyutlu kilbiin' agithmi- ile kapatmak miimkiin
miidiir?
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YARISMA PROBLEMLERI

Y.231. Her n > 2 tam sayis i¢in
an=2"""1-2" -1

sayisinin bilegik oldugunu gésteriniz.

Y.232. ABC ikizkenar ficgeninde (JAB| =
|AC|JAK ve BL kenarortaylaridir. BAK =
CBL = 30° ise, ABC ficgeninin i¢ agilarinin
kosinlislinil bulunuz.

Y.233. Bir iilkede N tane havayolu girketi var
ve her kentten tiim girketlerin birer ugusu bu-
lunur. Herhangi iki kentten birinden digerine
ugakla gitmek miimkiindiir (dogrudan veya birkag
ucak degigtirerek). Ekonomik krizden dolay1 N-1
tane ugus iptal edildi, fakat hicbir girketin birden
fazla ucugu iptal edilmedi. Yine de herhangi kent-
ten digerine ucakla ulagmanin miimkiin oldugunu
gosteriniz.

Y.234. Agagidaki kogullart gergekleyen tiim f :
R — R siirekli fonksiyonlar: bulunuz.

a~) Her z € R i¢in f(z) = z + f(z — f(z))
b-) f(0)=0 ‘

Y.235. Poritif tam sayilar kiimesi birbiriyle
kesismeyen iki sonsuz kiimeye ayrilmigtir. Her iki
kiimede toplamlar: birbirine egit olan 100%r say:
bulundugunu gbsteriniz.

COZUMLER

A.221. Terimleri tam sayilar olan bir sonsuz ar-
itmetik dizinin bir terimini tam kiip oldugunu
varsayahm. bu dizinin terimleri icinde sonsuz
goklukta tam kiipler bulundugunu kanitlaymiz.

Coziim.Dizinin tam kiip olan terimlerinden
birine m?3 diyelim. Dizi farki da d olsun. O halde
k herhangi dogal say1 olmak {izere,

(m + kd)® = m® + 3mkd(m + kd) + k°d° =

=m® +d - [3m?k + 3mk’d + K°d?]
Sayist bir tam kiiptiir ve verilen aritmetik dizinin

bir terimidir.

A.222. Istenilen dért tanesinin bir ortak noktas:
bulunan beg cemberin beginin de bir noktadan
gectigini kanitlayiniz.



Coztim. 1.,2.4. ve 5. cemberlerin ortak nok-
sasina 4; 1.,3.,4. ve 5. cemberlerin ortak nok-
tasina B; 2.,3.,4. ve 5. cemberlerin de ortak nok-
tasing O diyelim. A, B ve C noktalar: icinde en
- az ikisi caligmak zorundadir. Cinki bu nokta-
larn ficli de 4. ve 5. c¢emberlerin kesigme nok-
talar: icindedir. (Iki ayr: cember, en fazla iki
farkh noktada kesigebilir). Boylece, noktalardan
en az ikisi (diyelimki, A ve B) cakigmak zorun-
dadir. O halde, cemberlerin hepsi A noktasindan
gececektir.

A.223. Dizlem {izerine alinmig A4, B,C, D nok-
talari 8yledir ki, herhangi P noktas: icin |PA| +
{PD| > |PB|+|PC]| egitsizligi saglanmaktadir. B
ce C noktalarmin AD dogru parcas: izerinde bu-
lunduklarim ve |AB| = |CD| oldugunu gosteriniz.

Céziim. P noktasinin secimi fizerine bir kisitlama
olmadigindan, énce P = A koyalim. O halde
{AD| > |AB| + |AC| olur. Sonra da P = D
koyalim. Bu durumda |AD| > |[BD| + |DC]|
olur. Egitsizlikleri taraf tarafa toplarsak, 2|AD| >
|AB|+|AC| + |BD| + |CD]| elde ederiz. Ote yan-
dan, tiggen egitsizligine gore, |AD| < |AC|+|CD|
ve |JAD| < |AB| + |BD|dir. Bu egitsizliklerin
egitlige doniigmesi i¢in C ve B noktalarinin AD
parcas: lizerinde olmasidir. Son iki egitsizligi taraf
tarafa toplarsak, 2|AD| < |AB] + |AC| + |BD| +
|CD| olur. Yukaridaki egitsizligi de gbz Oniine
alirsak, 2|AD| = |AB|+ |BD|+ |DC|+|CA| elde
ederiz.Bu sonuncu egitlikten de A4,B,C,D nin
dogrusal olmasi ve yukarida yazilan egitsizliklerin
hepsinin egitlik olmast ¢ikar. Bundan sonra
|AB| = |CD)] olacagim gbrmek zor degildir.

A.224. Negatif olmayan her o ve b sayilan igin
Ha+0)? + Ya+b) > avb+ by/u esitsizlifinin
saglandigini gosteriniz.

Coziim. Egitsizligi su bicimde yazalim:

a+b
2

-{a+b+—;¢12’\/55(\/é+\/5) (1)

Simdi, =22 > vVab ve a+ b+ % > o+
/5 (sonuncuyu siz kamitlaymiz) egitsizlikleri
dogru egitsizlikler oldugundan, (1) esitsizligide
“dogrudur.

4.225. ABC iggeninin [AD] yiiksekligi tizerinde
P noktasi almiyor, BP ve CP dogrularimn
AC] ve [AB] ile kesigim noktalar1 sirasiyla E

ve F ile gésteriliyor. [DA’nin, FDE agismna ait
agiortay oldugunu ispatlaymiz.

Céziim. A noktasindan gecen ve BC dogrusuna
paralel olan dogru ile DE ve DF dogrularinin
kesigim noktalar: H ve G olsun. Ceva teoremi

geregince,
AF BD CF

FB DC EA

ve ilgili ficgenlerin benzerliginden
AF AG CE DC
FB BD' EA AH

=1

yazilarak, bunlardan AG=AH elde edilir. AD L
GH oldugundan DGH ikizkenardir, dolayusiyla
[DA, FDE nm agiortayidir.

Y.221. Heri=1,2,..,nicina; > 0vexy+x2+
v + Z, = 10 baglantilarini saglayan 1, %2, ..., Tn
sayllar icin § = zizme 4+ 2923 -+ o + Tu—1Zn
toplaminin alabilecedi en biivik degeri bulunuz.

Coztim. maez{zr:,2s,.... 2y = 23 olsun.O halde
n—1 k-1 n—1
S = § TiTip1 = § TiTipr + E zi%ir1 <
i=1 =1 i=k

n
> @i=wp- (10— 2) <

B—1
T - g T+ 2 -
i=1 i=k+1

[M]2 = (E)Z —25= 5<%
2 2
Ote yandan, o1 = T = 25, 3 = L4 = ... = Ty =

0 icin S(z1,23,.;2n) = 25 olur. Dolayisiyla,
%1, %2, ..., Tn, sayilarmin sagladig kogullar altinda
S(z1, 22, ..., Tn) toplaminin alabilecegi en biiyik
deger 25’ir.

Y.222. Her n € N i¢in sistemin reel ¢dziimlerini
bulunuz:
T+ T+t 2y =3

R R A .

2T +zh A+t =3"

Cozlim. n=1 igin 2; = 3 ; n=2 i¢in
il + To = 3

i +25 =3



sistemi elde ediliyor. Birinci egitlikte her tarafin
karesi alinip, ikinci ile taraf tarafa cikarilirsa,
x9ze = 0 olur. Buradan: ya 33 = 0,29 = 3;
va da 1 = 3,29 = 0.

Simdi, n > 3 olsun. Sistemden agagidaki iki
denklemi ele alalim:

2 2 2 2
] +T5 + o+ 3, =35,

zf +3d+.. +a2d =35
Birinci egitligi (%)% + ()2 + ..+ ()P =1
biciminde yazarsak, her i = 1,...,n i¢in (%—)2 <1
ve dolaysiyla, (%)% < (%)? < 1 olur. Boylece,

k)
i
1= (FP<
=1

ifadesinden

n

> (Fr=1

i==1

YIG? - EF=0=

=1
Heri=1,2,...,ni¢n

(

%
3

P-Gr=0=

(%}2(1 — % — 09 (z = 1,2,...,”)

elde ederiz. Dolayisiyla, her i igin ya z; = 0,
ya da z; = 3 olmahdir. VYani, sistemin ¢bzlim
kiimesi (3,0,...,0),(0,3,0,...,0),(0,0,...0,3) tiir.
(Gorlindigl gibi, n > 3 igin tiim sistemin ¢ziim
kiimesi, II. ve III. denklemlerden olugan sistemin
kiimesi ile cakigiyor.)

Y.223. Hera<lvel>z; 22> ..22,>0
sayilarticin (1421 + 29 +...2,)% < 1+1%"12¢ +
207138 + .+ n® 1z egitsizliginin saglandigim
gosteriniz.

Céziim. Timevanm uygulayalim. n=1 icin
egitsizlik agiktir. $Simdi, egitsizligin bir n icin
dogru oldugunu varsayarak n+1 icin ispatlayalim.

(4z1+20+. B+ Tag1)*— 1+ +22+.2n)* =

nil )1 <

I+zi+z +..‘.:v 1+
e n) [( 1+zi+20+ .3, -

I+ <1l4ox egitsizlifini (Bernoulli egitsizligi)

uyguluyoruz)

<4z +ze+.2)% g1 <(a—-1<0
oldugunu gdzbniine aliyoruz)
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< [0+ 1)@na]* " - Tppr = (R +1)%7 123y,
egitsizliginden ve timevarim varsayimindan

(1 + 21+ 29+ Ty +$n+1)a <

(4o 42 +.20)*+ (R + 1) 35, <
14197 58420 gl 40 %+ (n+1) 2l

elde ederiz.

Y.224. Uzayda uzunluklar: egit olan 3 dogru
parcas1 rasgele yerlegtirilmigtir. Bu parcalarin
ortogonal(dikey) izdiiglimlerinin egit oldugu bir
diizlemin varlhiim gdsteriniz.

Coziim. Once basit bir gbzlem yapalim: Verilen
bir parcay: kendi kendine paralel olacak bicimde
kaydirirsak, onun bir diizlem izerindeki ortogonal
izdiiglimiiniin uzunlugu bundan etkilenmesz.

Simdi, bir O noktast alalim ve pargalar: kendi-
lerine paralel kaydirarak bir uclarim O noktasmna
getirelim. Ortaya cikan parcalara OA,0B,0C
diyelim. |OA| = |OB] = |0C]| oldugundan, A,B
ve C noktalar: bir dogru iizerinde degilller (bir
cember {izerindeler). Simdi, O noktas: A,B ve C
noktalarin: fizerinde bulunduran diizlem {izerinde
ige, problemde istenen diizlem olarak bu diizlemi
almz. (Cinkdi OA,0B,0C ’nin bu dizleme
izdtiglimleri kendileridir ve |OA] = |0B| =
|OCPdir.) O boktas: ABC diizleminde olmasin.
Bu takdirde ABC diizlemi istenen diizlemdir.
Gercekten, O ABC diizlemine indirilen dik-
menin ayagma P dersek, OPA,OPB,0BC dik
icgenlerinin hipotenuslar: ve bir dik kenarlar egit
oldugundan diger dik kenarlar da egit olacaktir:
|PA| = |PB| = |PC|

Y.225. Bicimini degigtirmeyen bir ABC
tcgeninin A kogesi sabit olup B kbgesi bir cember
izerinde hareket etmektedir. C kogesinin ge-
ometrik yerinin bir ¢ember oldugunu ispatlayiniz.

Coztim. B kogesi O merkezli gember {izerinde
hareket etsin. AC lizerinde AB’' = AB alip AOB
licgenine eg AC'B’ iiggenini cizelim. O'AB’ =
OAB ve O'AO = B'AB olur. Dolayisiyla AQ/,
sabit AO dogrusu ile sabit agt yapar. AO/
niin dogrultusunun sabit olugu bdylece anlagilir.
AO = AOQ' nedeniyle O sabittir. O'B' = OB

-den-de-B'-niin -0 -den daima OB uzakhifinda

oldugu yani B’ niin geometrik yerinin O’ merke-
zli OB yarigapl cember oldugu anlagiir. 4< =
AC

AB

ABT
sabittir. O halde C nin geometrik yeri B’
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niin geometrik yeri olan ¢cemberin homotetigi olan
cemberdir.

(13. Sayfamn devama)

DOGANIN SAYILARI
Yazan: I Stewart, Izdlisim Yoywmlars, 2000

tekrarliyor. Hicbir kar tanesi bir digerinin
su degil, fakat hepsi de altigen simetriye sahip.
Kaplanlarin ve zebralarin kiirkleri cubuk desenli,
leoparlarls sirtlanlarinki benekli, vb. Doga mod-
ellerle ve bu modeller de yagam bilmecesine iligkin
ipuglariyla dolu. Matematigin dogaya yaklagimi,
Sherlock Holmes'un kiiclik bir kamit parcasina
vaklagimma benziyor. Unllil dedektif nasil bir
sigara izmaritinden sahibinin Szelliklerine iligkin
sonuclar cikarabiliyorsa, matematik de, Ornegin
kar tanelerinin. altigen formundan buz kristal-
lerinin atom geometrisine varabiliyor. stewart
bu kitabinda, keman yaylarindan damlatan mus-
luklara, hayvanlarn yiirliyiis ritimlerinden cigek
vapraklarinmn sayisal diizenine kadar, hayatin
icerdigi pek cok somut model {izerinden giderek,
vasamdaki degigim ile stireklilik iligkisi, kelebek
etkisi ve kaos teorileri, vb. bircok soyut tartigma
konusuna ulagyor. Kitap bovunca matematiksel
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evrende bize rehberlik yapan Stewart, okuyucu--

lara matematiksel bir Sherlock Holmes olmanin
nasi birgey oldugunu gbstermeyi amacliyor.

YAZARLARA

Dergimiz matematife ilgi duyan herkesi yazar
kadrosuna kabul etmektedir. Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmas: diginda her-
hangi bir kisitlama yoktur. Fikir ~vermesi
agisindan su konular: siralayabiliriz:

* Konu sunuglar.

* Matematiksel diiglincenin degigik alanlardaki
uygulamalarini vurgulayabilecek yazilar.

* Yillardir ¢Oziim bekleyerek vya da heniiz
chzlilmemig {inlii problemlerin tanitimi.

* Matematige ilgi duyan Ogrencilerin kendi-
lerini agmasma yardimaer olabilecek problemler.

* Matematiksel ksvramlar tarihi ve matem-
atikcilerle ilgili yazilar.

* Daha saghkl: bir miifredat programint
olugburmaya yonelik inceleme, elegtiri ve alter-
natif Sneriler.

* Matematik diinyasmndan glincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yaymlanabilecegi gibi
blitiinlligi bozmayacak baz degigikliklerle de
yayinlanabiliv. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif tcreti ddemeye elverigli
degildir. Bu nedenle anlayigla karsilanacagumizl
umuyoruz. Goénderilecek yazmlarin bilgisayar or-
taminda yazilmig olmast (Latex, Word, Scientific
Work-Place), diizglin ve tam climlelerle, Tiirkce
dilbilgisi kurallarma uyularak yazilmas, besg say-
fay1 gececek yazilarda bolme noktas: belirtilmesi
gerekmektedir.  Yazilar ya bir adet yazicidan
cikmug Ornegl ve bir 3.5 inc’lik *diskete kayit
edilmig olarak

. Matematik Diinyas:
Izmir Yiksek Teknoloji Enstitiisi,
Matematik Boliimii, 35435
Giilbahge-Urla,IZMIR

adresine posta ile gbnderilmeli, ya da
mdunyasi@galois.iyte.edu.tr adresine elektronik
posta ile gdnderilmelidir.




