BiN KRITERININ BIR UYGULAMASI

in OGE
| Selim Pars Lisesi , Florya/ISTANBUL

Giris :

Bir polinomun asal olup ‘olmadigin1 belirlemek &nemli bir prob'lemdi'r.‘ Asalli1 belirleyen’ kriterlerden “biri de
Eisenstein kriteridir. Bu yazida Eisenstein Asallik kriterinin dogrudan uygulanamadigi 2. ve 3. dereceden
polinomlar ele alinmis , neZ olmak iizere P(x+n) Otelemesi yapilmadan bu polinomlarin asal oldugu

gosterilmigtir ve P(x+n) Stelemesi yapilmadan polinomlarin asalligi i¢in bir yeter kosul verilmistir.

Z[x] tizerinde tammh P(x) polinomlarin asal oldugunu belirlemek i¢in, kullanilan Eisenstein Asallik kriterine gére
Px)=a,x" +a, x" " +..+ax+a, (acZ)

ve bir p asal sayisiiging p|a(i=0,1,2,..,n-1), p ) a,, p2 | a ise P(x) asaldir[1].

Ornegin bu kritere gore P(x)=x"—2 (p=2) polinomu, Z[x] iizerinde asaldir. Diger yandan bu asallik kriteri
bazi polinomlar igin kullanilamaz. Bu kriter, 6rnegin, P(x) = x* + x +1 polinomu igin sonug vermez. Fakat bir
neZ i¢in , P(xtn) asal ise P(x) de asaldir ve uygun bir n i¢in bu kriter P(x+n) ‘e uygulanabilir. Bu projede bir

P(x) polinomu verildiginde (uygun n’i aramadan) P(x) polinomunun asalligi incelenmistir.

Yéntem :

AX) 2 1, defB{
asaldir denir; Bus
Tanim ;

Bir P('x)‘-';’i‘? %" L +a1x+a0 (a,eZ) pdlmomunda © (Apiandg ) = 1 ise P(x)’e primitif

polinom denir. Bu g:al:smada ele alacagimiz polinomlar primmf polmomlar olacaktlr
L. P(x) = ax’ + bx + ¢ polinomu

P(x) =ax’ + bx + ¢ , (ab,c) =1 polinomunu ele alahm. Eisenstein kriterinini' bu polinoma uygulanamadlgml
varsayalim.Uygun bir n igin P(x+n) polinorﬁun_a Eisenstein kriterinin uygulamp uygulanmiyacagini arastiralim. |
P(x+n) = a(x+n)’ + b(x+n) + ¢ = ax® +(2an+b)x + an® + bn + ¢ elde edilir. n’i 6yle secelimki p uygun bir asal sayi
olmak tizere ;

Pt a‘,pzkan2+bn+c,pl2an+b,plan2+bn,+c 0

olsun.
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p|2an+b =  p|4a’n’+4abn + b’ 4 . dl
= —4ac elde edilir.
plan’+bn+c =  p|4a’n’+4abn +4ac P

O halde aranilan p, p|b®—4ac kosulunu gerc;ekler Once sunu gorelim: ax” + bx +c asalise cx’+bx+a da
asaldir ve tersi de dogrudur. Ciinkii ; cx” + bx +a = (ex+f)(gx+h) olsa buradan ax’ + bx + ¢ = (fx+e)(hx+g) elde
edilir. ,

4
Simdi bir p; asal sayisi igin p; | b’ — 4ac ve p% | b*—4ac oldugunu kabul edelim.
Buna gore p | b” - 4ac ise p } a kabul edebiliriz. Ciinkii p; [a ise bu durumda cx’+bx-+a polinomunu aliriz
ve burada p; ) c olur. (Ciinkii p; |colsaydt p;| b’ —4ac ve p;|c den p;|b cikardi ve boylece p;|a, P

b, pi|c eldeedilirdiki bu ax’ +bx + ¢ nin primitif olusu ile gelisirdi.)
Simdi bu p; asal sayisimin (1) deki bagmtilar: gergekledigini gsterelim.

a) p1=2 hali: py=2 ise 2|b’—4ac den 2|bolup VneZigin 2{2an+bbu!unur
- ctekise n’itek segerek , c ¢ift ise n’i gift segerek 2 |an’+bn+c bulunur.

Simdi 2° { an’ +bn + ¢ oldugunu gdsterelim. 2° | an”+bn+c olsa 2|2an+b den

2% | 4a’n” + 4abn + 4ac ‘ 512 . . i . ‘.
22 |(Qan+by = 4a%n’ + dabn + b’ }:> 27| b" —4ac bulunurduki bu p; in se¢imi ile gelisir.

¢ RO
b) p;>2 olsun Pl oa dan 2an+b = O(mod pl) kongruansmm blrn nq g.ézﬁmﬁ vardlr
plj(2ano+b);,.:;> P 4@2 2+ 4abi + b? '

pi | 4a’ng’ +4angh +4ac => py|4a(any’ +bno+c) olup p; J 4a dan p;|ang’ +bng+c
elde edilir.
¥

Simdide p,;° | ang ?+bng + ¢ oldugunu gosterelin.

Bger o | an02+bno+c olsa bu ve p; ? | (2ang+b)* den p; 2| 4a(an,? + bno + ¢) — (da’n 2+ dang+b%)

=pi } b? — dac elde edlhr k1 bu p[ m seglml 1Ie celisir. Boylece su sonucu buluruz

Sonuc 1. ; P(x) =ax’ + bx +¢ pfini}tifﬁoiindmu verilsin. Eger bir p asal sayist igin

p|b’—4dac ve p I b>—4ac ise P(x) polinomu Z[x] tzerinde asaldr.
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2

—bubt -4

Not: P(x) = 0 denkleminin kokleri —2." 2b %€ oldugundan b?—dac =-p? <0 (p asal)
a

ise P(x) polinomu asaldir. Bu durumda bu polinomun asalligini Eisenstein kriteri ile elde edemeyiz. Buna sebep

Eisenstein kriterindeki sartlarin bir gerek sart olmayisidir.

1. P(x) =ax’ +bx’ +cx +d polinomu

Bu polinomun asalligini direkt olarak Eisenstein kriteri ile test edilmedigini kabul edelim ve P(x+n) polinomunu
olusturalim. v
P(x+n) = ax’ + (3an+b)x” + (3an’+2bn + c)x + an’ + bn? + cn + d
olup bir p asal sayist igin ( ve uygun bir n igin )
p|3an+b=A , pBan’+2bn ¥ c=B ve plan’ +bn’+cn+d =C . (Zj

oldugunu kabul edelim.

plA ve pB = p/nA-B = p| bn+c ve buriu pIA ile kullanarak p|3a(bn+c)-Ab = p[b’-3ac
elde edilir.Yine |

pI3C, p|B = p|3C-Bn = p|bn®+2cn+3d olup bunu p|B ile tekrar kullanarak

p | 3a(bn’ +2cn +3d) -bB = p | (6ac — 2b*)n +9ad — be elde edilir.
Bunu p | A ile tekrar kullanirsak ; p | 27a%d — 9abe + 2b> bulunur. Yani aramlan p asal sayisi

p (b= 3ac, 27a%d — 9abc + 2b° ) 3)

kosulunu gergekler.

I. hal: (3) bagmtisini saglayan tek asal say1 3 olsun. Eger 3la ise kriter uygulanamaz. 3 | a oldugunu
<abul edelim. 3 | b’ — 3ac den 3| b bulunur. Bunu p|B de kullanirsak 3[c elde edilir. O halde 3 ,t c ise kriter

lygulanamaz. 3|c ise bunu 3|C de kullanarak 3]an +d bulunur. Burada su halleri incelemeliyiz.

a) d=0(mod3) hali
Bu durumda n saylslm n =0 (mod 3) olacak sekilde alirsak 3|C olur. O halde 9 } dise P(x)

asaldir. 9 | d ise kriter uygulanamaz.

b d=I(mod3) hali »
Eger a=1 (mod 3)ise n’i n =2 (mod 3) olarak alirsak 3|C olur. Eger 9 } 8a+dise P(x)
asaldir. 9 | 8a +d ise kriter sonug vermez. a = 2 (mod 3) durumunda n sayisini n = 1 (mod
3)olacak sekilde segersek 3|C bulunur. Eger bu durumda 9 I atd ise P(x) aéaldlr. 9|atd

ise kriter yine uygulanamaz.
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¢) d=2(mod3) hali

a=1(mod3)isen’i n=1 (mod 3) olarak alirsak 3|C olur.Eger 9|a+d ise
(9| ¢’ olacagindan) kriter uygulanamaz. 9 1' a+d ise (9 { c olacagindan) P(x) asaldir. Eger

a=2(mod3) ise n’'i n=2 (mod 3) olarak segersek 3|C olur. Eger 9 | 8a+d ise 9 |/ ¢?

olacagindan P(x) asaldir. 9 | ¢ ise Eisenstein kriteri yine uygulqﬁamaz.

2. hal: (3) bagmtist p # 3 igin saglansin.Eger (3)’ii saglayan her p asal sayisi igin p | a ise kriter
uygulanamaz. p | aolsun. ng sayistm 3an, +b = 0 (mod p) olacak sékilde secelim.

(Bap)=1 olduéundan bu miimkiindiir. )

p|3any+b = p|3abn, +b’ ;
olb? — 3ac } => p | 3abn, +3ac
= p|3a(bny +c) = p| bny +¢

bulunur. -

Son olarak ; ‘ ; .
pfbno~Fc ve p|3an,’+bng dan p|B

elde edilir.

Benzer sekilde p|A, p|Bve p|27a%d —9abe +2b° kullanlarak p|C yani p | P(no) elde edilir. Diger yandan
no sayist 3angtb = 0 (mod p) ‘yi ger¢eklersek 3antb = ((mod p) yx gercekleyen tiim n’ler n=kp+no
Bu.son Otpl@me.,}icin

formundadir. P(x+ no) ‘yerine P(x + kp + no) dtelemesi de yapllsa yme«p

ne zaman p’| C oldugunu arastu‘mahylz

€ =P(n) =0 (mod p?)
a(kp + no)® + b(kp
Yani; kp\(iano‘2 +2bng +¢) + P(n 4 ;
kpB + P(no) =0 (mod p’) olip B0 (mod f ng) =0 (mod p’) elde edilir.

'O halde su féorémi elde ederiz.

Teorem. P()=ax’ +bx’+cx+d primitif polinomu verilsin. Bir p asal sayisi icin
@3a) =1 olup p|(b’-3ac,27d’d - 9abe +2b° ) ve ‘ k
3any+b =0 (mod p) olsun.Eger P(ny) == 0 (mod p°) ise P(x) polinomu Z[x] iizerinde asaldir.
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Jygulama : P(x) = 25° + 23 x% + 74x +54 polinomunu alalim.

b —3ac=23-3274= 85
27d%d — 9abe + 2b° = 27.4.54-9.2.23.74 + 2.23 = - 470 olup,
p =5 alabiliriz. ‘
3.2n,+ 23 =0 (mod35) =>ny =-23 =2 (mod 5) olup ny=2 igin
P(2) =2.2° +23.22 +74.2 + 5450 (mod 5)

oldugundan P(x) polinomu Z[x] iizerinde asaldir.

Sonug¢ ve Tartisma :

P(x) =ax’ + bx* +cx +d (ab,c,d €Z) polinomu verilsin. Verilen p asal sayist icin (p,3a)=1 ve

p | (b>-3ac,27a’d - 9abc +2b” ) olsun. Eger 3anotb =0 (mod p) ve P(ng) %= 0 (mod p?) ise P(x)
polinomu Z‘{x“f] tizerinde asaldir. Bunun i¢in 2. ve 3. dereceden primitif polinomlar, Eisenstein

kriteri araciligiyla asallig1 incelenerek konu ile baglantili sorulara ¢oziimler getirmede

kullanllal;ilirligi ortaya konmustur. Hemen hemen tiim elemanter sayilar teorisi kitaplarinda Eisenstein
kriteri verildikten sonra bazi polinomlarin asalligt P(x+n) 6telemesi ile gosterilmis. Fakat hangi “n”
icin P(x+n) dtelemesinin sonug verecegi hakkinda bir bilgi verilmemistir. Biz bu cahsmada Steleme
yapmadan P(x) polinomlarinin asal olmast igin bir yeter kosul veriyoruz. Burada kullandigimiz

yontem daha yiiksek dereceli asal polinomlar igin uygulanabilir ve polinomlarmn asal olmast igin bir

yeter sart polinomlarm'»katsayllarx cinsinden verilebilir.
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By {;natemgtik problemine dalip gitmekten daha saf bir zihinsel mutluluk yoktur.
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