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Tarih boyunca insanhgn yaptig1 birgok aktivite matematiksel ¢ikarimlar ve ¢ozlimler gerek-
tiriyordu. Ornegin, vergi toplamak ve ticaret yapmak amaciyla, tarimda topragm alamni
ve elde edilen iiriiniin miktarini dlgebilmek Gnemliydi. Denize ilk erigildigi zaman, bir gemi-
nin konumunu belirleme problemi ortaya ¢ikmigtl. Gemilerle birlikte toplarm geligtirilmesi;
uzaklik, yiikseklik ve yoriinge kavramlarim iceren problemleri beraberinde getirdi. Kopriiler,
yollar ve binalar inga etmek igin baz1 problemlerin ¢oziimlerine gereksinim duyuldu. Tabiat-
ana yamtlanmay: bekleyen birgok soruyla donanmgti. Bu sorular tipik olarak hareket, hiz,
ivme ve zaman gibi seyleri kapsamaktaydi. Sziinil ettigimiz biitiin bunlar kendileri ile ilgili
bir tiir matematiksel denklemlere sahiptirler. Bu nedenledir ki denklem ¢dziimleri, matem-
atikte, her zaman temel ugraglardan biri olagelmigtir.

Yukarida soziinii ettigimiz olaylarin bazilarimn matematiksel modellenmesinde polinom den-
klemlerle kargilagilir. Bu tercih edilebilir bir durumdur, ¢iinkil polinom denklemler diger
denklemlere kiyasla daha iyi, daha hos davranig gosterirler. Bu dogrultuda geligtirilen den-
klemler teorisi, polinom denklemlerin kéklerinin yapis: ve kokleri bulma metodlan ile ilgili
olup, matematik ve fen bilimlerinin her dalinda uygulama alanma sahip olmugtur. Polinom
denklemler iizerine yapilan yogun ¢aligmalar, baz gozlemlere ve teoremlerin dogmasmna yol
acmig ve bunlardan biri de Descartes isaret Kurali olarak isimlendiribmigtir. Bu kural,
kisaca, bir polinom denklemin kéklerinin karekterini (pozitif, negatif ya da sanal) belirlemeye
yardime: bir arag olarak geligtirilmigtir. ‘

Yeri gelmigken, n-inci dereceden gergel katsayili bir polinom denklemin, ag,@1,-.-,0n # 0
gercel sayilar olmak iizere,

anz™ + ag_12" " + .. a1z +ag =0 1)

geklinde tannnlandifim belirtelim. Bilindigi gibi, Cebirin Temel Teoremine gére, n-inci
dereceden bir polinom denklemin (kompleks diizlemde) n tane koki vardsr. Yazimizim ana
konusu Descartes Igaret Kurali olmakla beraber, tam veya rasyonel katsayili bir poli-
nom denklemin tam ve rasyonel kékleri hakkinda bilgi edinmeye ve bu kokleri bul-
maya yarayan yontemlerin birinden soz etmek yerinde olacaktir. Goz Oniine alacagimiz
denklem eger rasyonel katsayih ise, kokleri degigtirmeksizin, katsayilarm ortak paydas: ile
denklemin her iki tarafini carparak orijinal denklemi, katsayilar: tamsay: olan bagka bir
denkleme déniigtiirebilecegimiz agik olsa gerek. Yani, rasyonel katsayih bir denklem daima
tam katsayih bir denkleme indirgenebileceginden, buradaki tartigmamiz tam katsayili (1)
denklemine yogunlagtirmak bize zaman kazandiracaktur.

Simdi, (1) denkleminde ag,as,...,a, # 0 katsayilarmm tamsay: oldugunu kabul edelim.
Herhangi bir &£ sayisinm (1) denkleminin kékii olmas:- : ,
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esitlifinin gerceklenmesi ile egdegerdir. Bir adun daha atarak, (2) esitligini
E(ank™ ! +an1k" 2+ ...+ 0a1) = —ag (3)

geklinde diizenleyebiliriz. Eger &k bir tamsay: ise, her 7 icin a; tamsay: oldugundan, (3)
egitliginden k | ap oldugunu, yani k min ag sabit terimini bolecegi sonucunu gikarmz. Boylece
Tam Kok Testi olarak isimlendirdigimiz su gercegi ifade edebiliriz:

80,81, ---,0n 7 0 tamsayar olmak tizere (1) denklemini goz éniine alalim. (1) denklem-
inin tam kokii olabilecek saylar, ag sabit teriminin bolenleridir.

Bagka bir deyisle, ag sabit teriminin bolenleri (1) denklemi icin aday tam kokler olacaktir.
Eger a9 # 0 ise, bu durumda ag sabit teriminin sonlu sayida bélenleri olacagindan, bu
bolenlerden hangisinin denklemin kokii olacagim (denklemde yerine koyarak) birkag adunda
gorebiliriz. Eger ag = 0 ise, z = 0 bir tam kék olup, diger olas: tam kokleri bulmak i¢in de
a1 katsayisinn bdlenlerini sinamak gerekecektir. Simdi bir Srnek verelim.

Ornek 1 : . 2%+ 22° — 22 + 42 — 6 = 0 denkleminin (varsa) tam koklerini bulmaya caligalim. Sabit
terim —6 olup, %1, 42, £3, 46 bilenlerine sahiptir. Bunlari denklemde yerlerine koyup sinayarak, 1
ve —3 tamsayilarinin denklemin kokleri oldugunu kolayca gorebiliriz. Diger taraftan, (z—1)(z+3) =
z? + 2z — 3 ifadesi denklemin bir carpam olacagindan, sentetik bdlme yontemiyle, denklemin diger
garpanim 22 + 2 olarak elde ederiz. Yani, z* 4+ 22° — 2% + 42 — 6 = (z — 1)(z + 3)(z® + 2) = 0 olup,
denklemin bagka tam kéklerinin olamayacag: goriiliir.

Snnd1 de, tam katsayili (1) denkleminin rasyonel koklerinin nasil bulunacagl sorusunu ird-
eleyelim. Bllmdlgl gibi, herhangi bir r rasyonel sayis1, p ve g aralarimda asal tamsayilar, g # 0
olmak iizere, p/q olarak yazilabilir. Bu gekildeki bir r rasyonel sayisinm (1) denkleminin k&kii

olmasi
7 n—1

— +an- 1‘2 +. +a1—+a0—0

egitliginin gerceklenmesi ile egdegerdir. Bu egitlikten de agagidaki Ozdeg egitlikleri elde ede-
biliriz:

D" +an 10" g4 ..+ apg® T + agg” =0

anp™ = —q(an_1p" 1+ ... + a1pg” 2 + apg™ ) (4)

a0q" = —p(anp™ ' +an_1p" 2g+ ... + a1g™Y) - (5)

O halde, (4) esitlifinden, ¢ | (anp™) oldugunu kolayca goriiriiz. Ayrlca., p ve ¢ aralarinda
asal oldugundan, ¢ ve p" aralarinda asal olacaktir. Buradan da; q | a, sonucunu ¢ikaririz.
Aym yaklagimla, (5) esitlifinden de p | ap oldugu goriilecektir. Bu g6zlemin sonucundan,
Rasyonel Kok Testi olarak 1snnlend1rd1g1m1z bagka giizel bir gercegi de su gekilde ifade
etmek olanaklidir:

0,01, ... ,8q # 0 tamsayilar olmak dizere (1) denklemini g6z oniine alalum. (1) denklem-
inin rasyonel kékii olabilecek sayslar, p | ag ve q | ay, olmak tizere, p/q formundaki rasyonel
saylardur.
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Ornek 2 : 6z* — 1923 + 52 — 38z — 14 = 0 denkleminin (varsa) rasyonel koklerini bulahim. Olas:
rasyonel kokler, p | —14 ve ¢ | 6 kogulu ile, p/q formundadir. O halde, p € {1,£2,£7, %14} ve ¢ €
{1, +2, 43,46} olup p/q € {1,+2,+7,+14,+1/2,+1/3,+1/6,+2/3,£7/2,+7/3,£7/6, £14/3}
kiimesi olas: biitiin rasyonel kokleri gbsterecektir. Denklemde yerine koyarak bu sayilar1 kontrol ed-
ersek bulacagimiz ilk rasyonel kok —1/3 dir. O halde, 3z + 1 ifadesi denklemin bir garpam olup
sentetik bélme yontemi ile denklem 6z% — 1923 + 52° — 38z — 14 = (3z + 1)(22% — T2? + 4z - 14) = 0
olarak yazilabilecektir. Diger kokleri bulmak igin, ayni yéntemi 2z° — 72 + 4z — 14 ¢arpanina uygu-
layalm. Bu defa aradigimiz aday rasyonel kokler, 1,42, 47, =14, +1/2,£7/2 olup bu sayilar: da
22° — 72? + 4z — 14 = 0 denklemi i¢in kontrol edersek, 7/2 sayisinin diger bir rasyonel kdk oldugunu
kegfederiz. Yani, 2¢ — 7 ifadesi de denklemin bir carpan: olacaktir. Yaptifimiz bu gzlemlerden sonra,
denklemimizi 63* — 192° + 532 — 38z — 14 = (3z + 1)(2z — 7)(z* + 2) = 0 geklinde diizenleyerek bagka
rasyonel koklerin olamayacagi sonucunu gikaririz.

Denklemler teorisinde iistesinden gelinmeye cahgilan bir bagka soru da, bir denklemin pozi-
tif, negatif, ve kompleks koklerinin sayisinin tahmin edilebilmesiydi. Cardan (1501-1576),
bir denklemin kompleks kokiiniin egleniginin de aym zamanda bir kok olacagmm farkina
varmigtl. Bu durum, giniimiizde, eglenik-¢ift teoremi olarak amlmaktadir. Newton (1643-
1727), Arithmetica Universalis adli eserinde bu teoremin kamtm verdi. Fakat, yazimizin
akigindan, bizim polinom denklemlerin gercel (reel) kokleriyle ilgilendigimiz acik olsa gerek.
Descartes (1596-1650), devrim yaratan La Geometrie adh yapitinda polinom denklemlerin
koklerini tartigirken, isaretlerle ilgili kuralmdan soz etmig ama kamtma dair herhangi bir
ipucu vermemigti. Biiyilk dikkat ¢eken s6z konusu kurali su gekilde sunmugtu:

On connoift auffy de cecy combien il peut y auoir de vrayes racines, & combien de fauffes en
- chafque Equation. A fcauoir il y en peut auoir autant de vrayes, que les fignes + & — — s’y trouuent
de fois eftre changes; & autant de fauffes qu’il 8’y trouue de fois deux fignes -+, ou deux fignes—quie
s’entrefuiuent.

Aym zamanda, bir denklemin dogru ve yanhg koklerinin sayisini agagdaki gibi belirleyebiliriz:
Bir denklem, en fazla, + dan — ye veya — den + ya, igerdigi igaret degigimi kadar dogru koklere; ve;
en fazla, ardigik olarak bulunan iki + igareti veya iki — igaretinin sayis: kadar yanhg koklere sahip
olabilir.

Descartes, burada, pozitif kékler igin dogru kékler, negatif kokler i¢in de yanhg kokler terim-
lerini kullanmigt:. Bu igaret kuralmm Deéscartes’in, La Geometrie adl yapitindan dnce bilinip
bilinmedigi konusunda anlagmazhkiar yaganmigtir. Bazilari, bu kuraldan Thomas Harriot'in
© (1560-1621), 1631 yilinda yayunlanan Artis analyticae prazis adl eserinde yer verdiinden
soz eder. Cantor (1845-1918), bu goriige, Harriot’in negatif koklerin varhgim kabul etmedifi
saviyla karg1 gikar. Cardan da, ayrica, pozitif koklerin ortaya cikis: ve igarete bir ya da
iki degigimin varligh arasinda iligki kuran bir bagintidan s6z etmisti. Newton, sanal kéklerin
sayisini bulan bir yontem geligtirdi. Leibniz (1646-1716), ispatin ana hatlarmi duyurdu, fakat
ayrintisima girmedi. 1745'den 1828’ye kadar birgok matematikgi, Descartes kuralinn ispats
iizerinde gahgt: ve bu kurah daha anlagilir, ar1 bir sekilde ifade etmek igin ugrag verdi. Gauss
(1777-1855), 1828 yilinda, bu kurala bir ifade daha ekledi: Eger pozitif koklerin By W

degigiminin sayisindan az olursa, bu durumun bir ¢ift say1 eksigi kadar ger¢aklenebile =
vurguladi. Negatif kokler igin de aym ey gegerlidir. Ozetle, Descartes Igaret Kumh‘m W&
ve yahn bir bi¢gimde ifade etmek istersek:
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ag # 0, ay,..., ay # 0 gercel sayilar olmak tzere (1) denklemini goz éniine alalum. (1)
denkleminin pozitif koklerinin sayiss; ya denklemin katsayilar arasindaki igaret dedigiminin
saysina egit ya da igaret dedigimi sayisinan bir ¢ift tamsayr eksigi kadardsr.

Negatif kokler icin de su gozlemi yapabiliriz. Eger z sayis1 denklemin negatif kéki ise, —
saymsimn pozitif kok olaca,gl kolayca goriilebilir. O halde, denklemde « yerine —z koyarak

yukarida belirttigimiz gergegi negatif kokler igin uygulamak yerinde bir davrams olacaktir.
Descartes Igaret Kurah, bir bakima, denklemin pozitif (negatif) koklerinin sayismin mak-
simumunu vermektedir. Simdi de bu kurahn uygulanabilirligini gérebilmek igin Srnekler
verelim. ;

Ornek 3 : 62 — 312° + 252 + 33z + 7 = 0 denklemini gbz éniine alalm. Denklemden de
goriildiigi gibi katsayilarin igareti (soldan-saga), sirasiyla, T S + olup, katsayilar arasmdaki
igaret degisimi 2 kez gerceklegmektedir. O halde pozitif kokletm sayis1 ya 2 dir ya da O dir. Negatif
koklerin sayisini belirlemek icin de z yerine —z koyarak 69: +312° + 2522 — 33z + 7 = 0 denklemini
elde eder ve bu denklemin katsayilar arasimndaki igaret degigimine bakariz. Benzer bir ba.kxgla, bu
denklemde de 2 igaret degigiminin varhg kolayca goriiliir. O halde negatxf kéklerin sayisi ya 2 dir ya

da 0 dir.

Ornek 4 : 42® — 522 4+ 6 = 0 denklemini ele alahm. Katsayilarin igareti, sirasiyla, +,—,+ olup,
katsayilar arasindaki igaret degigimi 2 defa gerceklegmektedir. O halde pozitif koklerin sayisi ya 2 dir
ya da 0 dir. Ayrica, —42° — 52 + 6 = 0 denkleminin katsayilar: arasinda igaret degigimi 1 dir. O
halde 1 tane negatif kék vardir. ' '

Ornek 5 : 2% — 62 + 14z — 15 = 0 denklemine bakalim. i:;aretlere bakacak olursak, sirasiyla,
+,—,+ ;—olup, katsaylla.r arasmdaki igaret degigiminin sé,ylsl 3 diir. O halde pozitif koklerin sayis:
ya 3 diir ya da 1 dir. Ayrica, —&® — 622 — 14z — 15 = 0 denkleminin katsayilari arasmdaki igaret
degigimi 0 dir. O halde }nig negatif kok yoktur.

Ornek 6 : 2% — 2%+ 2% — 323 — 422 — 22 — 4 = 0 denklemini inceleyelim. Sirasiyla, igaretler +,—, +
~y——— olup, katsayilar ara.smdakl igaret degigimi 3 diir. O halde pozitif koklerin sayis: ya 3 diir ya
da 1 dir. Ayrica, z° + 2% + 22 + 32% — 422 + 22 — 4 = 0 denkleminin katsayilar arasindaki igaret
deélgnm yine 3 diir. Aym gekilde negatif koklerin sayisi da ya 3 diir ya da 1 dir.

Yukaridaki orneklerde elde ettigimiz sonuglarn tutarhhma tamk olmak igin Tam veya Rasy-
onel Kok Testlerini uygulayarak denklemin biitiin kéklerini bulup kargilagtirma yapabiliriz.

o Yazimm noktalamadan once, gegerliligi kabul gormiig ve dogrulugu kamtlanmig olan
Desca,rtes Igaret Kurah n1, pozitif kokler icin, iki durumu ele alarak yorumlayalm:

Once, (1) denkl mini @1z + ag = 0 geklinde birinci dereceden denklem olarak diigiinelim.

Bu durumda, z = ;-qo/a; denklemin tek kokii olacaktir. Buradan da; a1 katsayis: ve ag

- sabit teriminin it igaretli olmas1 durumunda, yani katsayilar arasmdaki isaret degigiminin °
bir olmas: halinde, bir tane pozitif kokiin var olacag kolayca goriilebilir. Diger yandan a;
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ve ap’'m aym igaretli olmas: (denklemin katsayilar: arasinda igaret degigiminin olmaimnas:)
durumunda porzitif kokiin var olamayacag: da agiktr.

Simdi de, (1) denklemini, agz? + a1z + ap = 0 geklindeki ikinci dereceden denklem olarak
diigiinelim. Bu denklemin her iki tarafim ap katsayis: ile bolerek, orijinal denklemle ayns
koklere ve katsayilar arasinda aym sayida igaret degigimine sahip yeni birz? + bz +¢ =0
denklemini elde ederiz. Dahasi, bu denklemin kéklerinin de z; ve g oldugunu kabul edelim.
O halde, 22 + bz + ¢ = (z — 1)(z — 33) = 22 — (31 + T2)T + T152 = O ve buradan da
b= —(z1 + z3) ve ¢ = 172 sonucunu gikarimz. Ayrica, inceledifimiz bu ikinci dereceden

denklemin koklerini veren
~b+ Vb —4c
mp= VT (6)

formiiliinii de animsayarak agagidaki analizi yapalmm:

e Eger b < 0 ve ¢ > 0 ise (katsayilar arasinda iki isaret degigimi varsa), bu durumda
z172 > 0 ve 71 + %2 > 0 olacaktir. Yani gercel kokler varsa, ikisi de pozitif olacaktir.
' Fakat, (6) formiiliinden, b? — 4c < 0 olacak gekilde ¢ nin yeteri kadar biiyiik olmas:
durumunda gergel kdklerin varlig: olanaksizlagacaktir.
Sonug: Katsayilar arasinda iki igaret degigiminin var olmas: durumunda, ya kesin iki
pozitif k6k var ya da hic yoktur.

e b’nin igareti ne olursa olsun, ¢ < 0 ise, (katsayilar arasmda bir tane isaret degigimi
varsa), bu durumda z122 < 0 ve z1 + 22 < 0(> 0) olacaktir. Yani gercel kokler varsa,
z1t igaretli olacaklardir. Diger taraftan, (6)’dan b2 —4c¢ > 0 oldugundan, gergel kdklerin
varlig kesindir.

Sonug: Katsayilar arasinda bir tane igaret degigiminin var olmasi durumunda, kesin
bir tane pozitif kék vardir.

e Eger b > 0vec > 0ise (katsayilar arasinda isaret degigimi yoksa), bu durumda z;23 > 0
ve 71 + 2 < 0 olacaktir. Yani gercel kdkler varsa, ikisi de pozitif olamayacaktir.
Sonug: Isaret degigimi yoksa pozitif kok de yoktur.

Boylece, Descartes Isaret Kural’nin gegerliligini birinci ve ikinci dereceden denklemler icin
gostermis olduk. Peki, daha biiyiik dereceli denklemler icin nasil bir kamtlamaya gidilebilir?
Sunu belirtelim ki, n > 3 dereceli denklemler igin Descartes Isaret Kural’nm dogrulugunu
gostermek amaciyla yukaridaki bigimde bir girigimde bulunmak pratik olmayacaktir. Daha
sistematik bir yaklagima gereksinim vardir. Bunu da ilgili okuyucuya birakalim.

Aligtirma @ Asagidaki denklemlerin pozitif ve negatif koklerinin sayisin belirleyiniz.
(1) 22 — 14210 4 18328 — 6122° — 2209z — 35374z + 38025 =0

(2) z° — 10s* + 352 — 5022 + 25z = 0 ,

(3) 2t +22% —~ 722 -2z —1=0
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