BIKOMPLEKS SAYILARLA TANISMAK iSTER MiSiNiz?
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Kompleks sayilarin esrarli varli: sizi daima etkilemigse bikompleks sayilarda ayn: gizemle yagaminizda
bir yer edinecektir. Ben karmagik say: yerine literatiirde yaygin olan kompleks say1 terimini kul-
lanmay: tercih ediyorum. Ciinki{i kompleks sayilara karmagik say1 denmesi baglangicta pek sevimli
gbziikmemekte kigi kendini karmakangik bir sayilar sistemi icinde matematik yapacag korkusu ile
karg: kargiya bulmaktadir. -Oysa spor kompleksi veya alig-verig kompleksi gibi dilimize giren terimler
diigiiniiliirse 6rnegin hicbir zaman spor karmagigi biciminde bir ifade 86z konusu degildir. Nasil ki
spor kompleksinden algiladigimiz gey belli spor birimlerinin bir arada bulunmas: ise kompleks say1da,
iki reel sayimin belli bir kural altinda ki birlikteligidir. Belkide karma say1, bilegik say1 terimleri kom-
pleks sayilar: belirtmek icin daha uygundur. Iki reel sayiy1 o muhtesem i sayis1 ile birbirine sar11m1§
dans eden bir cift gibi diigliniin. Bazen bu yavag, yavag yapilan tatl romantik bir danstir ki o sirada
problemler kompleks sayilarla hog bir zariflikle ¢dziimlenir bazen cigan miiziginin hirgin, bazen de bir
tangonun meydan okuyan figlirleri olur ve en zor problemler miitkemmel bir sonla noktalanir. Neyse
bizim bu makaledeki amactmiz daha farkli, size yeni bir ¢ifti yani bikompleks sayilar: tanitmak istiy-
orum.

Tarihi 1800’1i yillara dayanan bikompleks sayilar ilk olarak 1892’de Corrada Serge tarafindan tanimlan
mugtir. Bikompleks sayilar kuaterniyonlar cebirinin altcebirlerinden birinin elemanlar: olup, Serge,
bikompleks sayilar: hatta trikompleks, ..., n-kompleks sayilar: tamimladi. Bikompleks sayilar uzayinin
4-boyutlu Euclid uzayina gbmiilebilir oldugunu gésterdi. Bikompleks idempotent elemanlar: ve bikom-
pleks sayilarin idempotent gésterimini elde etti.

1894’de Scheffers tek kompleks degigkenli fonksiyonlarin bikompleks fonksiyonlara bir genellegtirmesini
verdi. Bikompleks sayilarla ilgili geligmelerin en gok kayedildigi yillar 1928- 1940 yillaridir. Ozellikle
1933’de yazdif: makalede, Ringleb’in bikompleks degigkenli analitik fonksiyonlarla tek kompleks
degigkenli analitik fonksiyonlar arasindaki bagintiy: vermesi ile bu konudaki caligmalar hiz kazanmigtir.
Giinlimiizde, hiperkompleks sayilar ya da kuaterniyonlar teorisi alanlarinda bu sayilarla yapilan
caligmalara rastlamaktadir.

Burada bikompleks say1 kavramini tamtarak bikompleks sayilar kiimesinin 6zelliklerinden bahsedip,
¢ok kisa olarak da bikompleks degigkenli fonksiyonlara degmeceglz Daha fazla bilgi ve ayrintilar
i¢inse metnin sonunda.kl kaynagi Sneriyorum.

Burada reel sayilann Cp ile kompleks sayilar kiimesini C,ile bikompleks sayilar uzaymmda C, ile
gosteriyoruz. Kompleks sayilar uzaynin bir genellegtirmesi olan bikompleks sayilar uzay1

21 + G220, ig =-1, 21,220 € Cy

bigimindeki elemanlardan olugur. Buradaki kompleks sayilar
21 =T +i1%e, 2o =a3 + 0124, 6= -1
bigiminde oldugundan bikompleks sayilar uzayinda b

oy + ﬁwe-kiat; b (2)
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geklinde yazlabilir. Buradan agik olarak Ca, C§ uzaymna gomiilebilir (embedding) oldugu ve (1)
ifadesinden dolay1 da Cy nin C? ye gdmiilebilir oldugu gbriiliir. Ayrica Cy, Cy in bir alt uzay1 Cy de
C> nin bir alt uzayidir.

(2) gosterimi gbz oniine alinirsa, C; de iki elemanin esitligi, toplami ve bir elemanim reel bir skalerle

carpimi C§ de oldugu gibi tanimlamr. Béylece Co bir lineer uzaydir. Yine Cp de bir 21 + i222
elemaninin normu

1/2

s+ azall = (4 + 12f®) V2 = (a3 + 23 + 3 +23)/

olup bu norm tanimu ile Cy bir normlu lineer uzaydir. C§ uzaymn tam uzay oldugu bilinmektedir.

C,, C% e gdmiilebilir oldugundan ve C; deki norm C§ deki normla aymi oldugu igin Ca normlu lineer
uzay1 da tamdir. Sonug olarak C bir Banach uzeysdir. Co de iki elemanin carpimi, 2, 2, wy, we € G

ve i3 = —1 olmak {izere

(z1 + 2'232)(‘101 -+ iz’ll)g) = (31w1 - zwz) +“i2(Z1’tU2 + Zzwx)
olarak tammlanir ve Cy nin bir cebir oldugu kolayca goriilebilir. Hatta normun
[lz(z1 + i222)[| = |2l |21 + i222]|, 2 € C1, 21 +i222 € Co

ve .
(21 + 8222) (w1 + d2wa)|| < V221 + d222]l [l + dpws]

ozelliklerinden dolay: Cy nin bir Banach cebiri oldugunu gbsterebiliriz.
Cy de 21 — @929 sayisina 2; +i2z2 bikompleks sayisimn io— eglenigi denir. Agk olarak (21 +i222)(z1 —

i929) carpimu bir kompleks sayidir. Ayrica 77, Zz, sirast ile, 27 ve 22 nin Cy deki egleniklerini géstermek
iizere 21 + 1222 bikompleks sayisinin i1i0— eglenigi z7 — i2Z; biciminde tanimlanir..

Simdi €y de tamimlayacaginmiz yeni bir gosterimle hem C3 de kiimelerin bazi 6zelliklerini hemde
fonksiyonlara iligkin kavramlar: daha kolay ifade edebilecegiz. Karesi kendisine egit olan elemanlara
idempotent eleman denildigini biliyoruz. Cy de tam dort tane idempotent eleman vardir. Bunlar,

144149 1—1402

i
elemanlaridir. Cy deki her 2, + 32y elemani
- + z z i . 1 i - : [ -
£ +z2z2 =(z —nzz) ( 21 2) + (21 +i122) ( ;”2) (3)

. olarak bir tek bicimde yazilabilir. 2; +152; bikompleks sayisinin (3) gosterimine 2; -+ i225 bikompleks
sayisinun tdempotent gosterimi denir. Burada kolaylik saflamas: bakimindan .

1+i1§2 —e ' 1-i11;2‘___
T T —“——2 =é2

gosterimlerini kullaniyoruz. Buna gore (3) egitligi

2 +igzg = (21 - hzz)el + (21 + 1122)62 N

olarak yathr ve 23 — 122, 21+ 21:;2 elemanlarma 2 -H,zzg nin 1dempo: :
e1 ve e; idempotent elemanlari ef =e;, e =e;, ejes = 0 Szelliklerine sahiptir.
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§imdi bikompleks uzayda agik kiime, irtibatl kiime kartezyen carpim kiimesi ve disk kavramlarini
tanumlamak istiyoruz. 4; ve A, kompleks uzaylarini

A Z{Z1 — %122 : 21, 29 € 01}

A2={31 + 1291 21, z2€01}

olarak tammlayalim. C; deki her eleman z; — i, 2; veya z; + 4129 biciminde gdsterilebildiginden A; ve
Ay deki elemanlar C)deki elemanlarla aynidir. Yani A; ve Ay kiimeleri C; in farkh gosterimleridir.
(71 —i122)e1 + (21 + 122 )es idempotent gdsteriminden dolayr Cs deki her z; +152; elemanma kargilik
Ajve Ay de (21 —i122) ve (21 +i129) elemanlar ve 4; X Ag deki her bir (2; —i122, 21+41122) elemanina,
kargilik da Cy de bir tek nokta bulundugu agiktir. Bu dirumu dikkate' alarak her 21 +i229 € Cy ve
her 21 —i122 € C1, 21 + 6122 € Cs icin agagidaki fonksiyonlari tammlayahm

hy : Co— Aj, hl(zl +1222) =2 — 12
hs : Co— Az, hz(zl + ‘izZz) =21 + 9122
ve .
H: A x Ay = Cg, H(21 — G120, 21 +i122) = (21 — f120)e1 + (21 + i122)en.

X, C; nin bir alt kiimesi olsun. hy |x : X = A1, hs|x : X — Ay kistlama dondigiimleri X'i, A;ve
A, nin siras: ile
- Xy ={wi € Ay s wy = h1(21 +i222), 71 + iz € X}

ve
X5 = {'wz €A we = hz(zl +’l:222), 21 + 9929 € X}

altkiimelerine doniigtliriir. X ve X7, X, cifti arasmdaki bagmtinin anlami bu kisitlama doniigiimleri

yardim ile gosterilebilir. §oyle ki;

X, O de bir kiime olsun ve hy, he doniigiimleri de Xi, siras1 ile, 4; in X; ve Ay in X, altkiimeleri

icine doniigtlirsiin.

1. Eger X, C, de bir actk kiime ise bu durumda X; ve X5 de A4; ve A, de acik kiimelerdir.

2. Eger X, Cy nin bir konveks kiimesi ise, bu durumda X; ve X, de 4; ve Ay de konveks
kiimelerdir.

3. X, C, deki a + i2b ye gore yildizsal (starlike) ise, X; ve Xg,siras: ile, a — i1b ve a + i1 b ye gore
yildizsal kiimelerdir (G. B. Price, sayfa 38).

4. X, Cp de bir irtibath (connected) kiime ise, bu durumda X; ve X; de A; ve A de 1rt1ba,th
kiimelerdir.

, KS.rglt olarak, kompleks diizlemin kiimelerinin dzelliklerinden faydalanarak bikompleks uzayin kiimeler
iligkin baz1 sonuclar: elde etmek icin agagidaki tanima gerek vardur.

C5 de bir X kiimesine kartezyen kiime denmesi icin, gerek ve yeter kosul,
X = { Z1 +i920 €Co: 21 + a2 = wie; + woeq, (wl,wz) € X5 % Xg} (4)

olacak bigimde A; de X; ve Ay de X, kiimelerinin var olmasidir. Eger X s (4) i saghyorsa, bu
durumda X’e X; ve X; ile belirlenen kartezyen kiime denir.
Simdi, X, A; deki X; ve Ay deki X, ile belirlenen C, deki kartezyen kiime olsun. Bu durumda

5. Eger X, ve X, sirasi ile A;ve A, de agik kiimeler ise, X de (s de agiktir.
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6. X; ve X, siras: ile A; ve Ay de konveks kiimeler ise, X de Cs de konvekstir.

7. Eger X; ve X, sirast ile a — i1b ve a -+ i1b ye gore yildizsal kiimeler ise, X de a + i2b ye gore
yildizsal kiimedir.

8. X ve X; irtibath kiimeler ise X de irtibath kiimedir (G.B.Price, sayfa 40).

C, de tanimlanan disk (discus) kavrami 6zel bir kartezyen kiimedir. $oyleki; Cs de sabit bir nokta
a: (a; + 109 + i2ag +192a4) Olsun. a = a; +i1as ve § = ag + 164 diyelim. Buna gore

a = @y + 10 + i2a3 + f190a4 = a0+ 120
dir. 7,71, 79 pozitif reel sayilar olmak {izere A; ve A de
Xi={w €4 : |lwg - (a— 1B <ri}

‘ve ; ‘
. Xo = {w; € A1 : lwa — (@ +@1B)] <72} %
kiimelerini gézoniine alalm. (4) de X;ve Xy ile belirli X kartezyen kiimesine a merkezli r1, ry yarigaph
agik disk denir ve D(a;r;,72) ile gbsterilir. Buna gbre

D(a; i, 72) = 21 +igza € Ca: 21+ ig20 = wieg + waes,
nh lor = (@=iB)l <r1, |wo = (a+irf) <r2

~ dir ( Kapah disk tanimininda benzer bigimde yapilabilecegine dikkat edilmelidir). D(a;r1,72) deki
herhangi iki nokta tamamen bu kiimenin i¢inde kalan bir poligonal egri ile birlegtirilebilir. Yani
Df{a;r1, ) agik kiimesi aym zamanda irtibath bir kiimedir. Kompleks diizlemde oldugu gibi bikom-
pleks uzayda da agik ve irtibath kiimelere bdlge (domain) adim veriyoruz. Bolgeler, bikompleks
degigkenli analitik fonksiyonlarin tamim kiimesi olmalari agisindan Onem tagirlar. _

Bikompleks deglgkenh analitik fonksiyonlar tiirevlenebilme, Cauchy-Riemann anlaminda analitiklik
~ veya kuvvet serisi acihmlar: ile tamimlanabilir. Bunun yam sira bikompleks degigkenli fonksiyontarn
varligm gostermek ve bunlarin dzelliklerini geligtirmek igin tek kompleks deglgkenli analitik ionksiyw
onlarm varhg kullanilir. w

,Cy de bir X bdlgesi iizerinde tammli bir f fonksiyonu zi:+ fs% "€ X" igin‘Idetipotent
kullanilarak
f(z +iazm) = fi( 21— uza)el + fa( z -l—nss)aa

«».,bl(;umnde tammlanyr. Burada fi.ve.fs. siesy ;e ke : i fizerinde
- tanimh fonksxyonlar ve 21 —i123 € X, 31 +tm e X s ~ kﬁmpleks diizlemde
bolgeler ve X bikompleks:; <binde Byvh igkenll. £ 3 X — C

fonksiyonunun analitik olmas: it;ln -gamk ve

f( 51 +i332)
olacak bicimde f; : X; — 01 ve fg Xg -+ G‘g analitik fonksiyonlarmnin buhmmasxdlr ( G. B. Price,
sayfa 89).

KAYNAKCA.
‘Price, G. B: An Introduction to Multwomplex Spaces and Functions, Marcel Dekker, 1990.




