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PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyari: Dergimize aligtirma problemlerinin ¢6-
zlimlerini degil, yalnizca yarigma problemlerinin
¢Oziimlerini yollayimez. (dzlimleri gdnderirken
Iitfen gu noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢ziimiinti ayr bir kagida okunakl
ve anlagilir bir bicimde yaziniz.

— Kagidin sag lst kbgesine. adiiz, soyadinizi,
adresinizi, Ogrenci iseniz okulunuzu ve simifiniz
VOZINIZ. :

— Qbziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisti,
Matematik Bolimii, Giilbahce Koyii, Urla-Tzmir
adresine 31 Aralik 2001 tarihine kadar gbnderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.241. ¢®+2cd+b? ve ¢ +2ab+d? sayilari, tam
sayilarin kareleri olacak gekilde birbirinden farkh
a, b, ¢, d pozitif tamsayilar: bulunuz.

A.243. Kareli kagit fizerinde, kogeleri karelerin
kogelerinde bulunan ve iki kenarortay: birbirine
dik olan bir licgen ¢iziniz.

A.243.
Sonra her iki komgu nokta arasinda bir nokta
daha alindi. Bu iglem iki kez daha yapild: (toplam
¢ kez). Sonucta dogru flizerinde 113 nokta
olduguna gdre baglangicta kag nokta almmugtir?

A.244. Kesrin pay1 ve paydasi, toplamlar: 101
olan pozitif tam saylardir. Kesrin %—’ ten blylk
olmadig: biliniyor. Bu kesir en fazla kag olabilir?
A.245. pips =20 +qu) ise, 2 +piz+ g =0

ve 22 + pyx + g2 = 0 denklemlerinden hic degilse
birinin reel kékiinlin bulundugunu gdsteriniz.

YARISMA PROBLEMLERI
Y.241. a,b, ¢ pozitif tam sayilar i¢in ‘
a-b+b-c=c-a |
egitligi saglanir. O halde
OKEK (a,b) = OKEK(b,¢c) = OKEK(c, a)

oldugunu gosteriniz.

Dogru tizerinde bir kag nokta alindi

Y.242. ABCD digbiikey dortgeninde AC ve BD
kdgegenleri birbirine diktir, AB ve CD kenarlar
da paralel degildir. AB ve CD kenarlarimn
orta dikmeleri, ABCD dortgeninin icerisindeki
bir P noktasinda kesigmektedir. ABCD ’ nin
bir kirigler ddrtgeni olmasi icin ABP ve CDP
tiggenlerinin alanlarimin egit olmasimin gerek ve
yeterli oldugunu gdsteriniz.

Y.243. Iki kigi g6yle bir oyun oynuyorlar: 1. kigi
soldan saga dogru A ve B harflerinden istedigini
yaziyor (her hamlede bir harf). Tkinci de her ham-
lesinde ya herhangi iki harfin yerini degigtiriyor,
vada hi¢ bir sey yapmuyor. Ikinci kisi 2001
’er hamleden sonra elde edilen kelimenin soldan
saga ve. sagan sola okundufunda ayn olmasimi
saglayabilir mi?

Y.244. Pozitif tam sa,yﬂar‘kﬁmesinde 'ﬁammh
olan f(n) fonksiyonu

In—1, ngiftise

FUCD+HIMI=9 50 L1 sekise

kogulunu saghyorsa , £(2001) degerini bulunuz.

Y.245. Iki yaya sabah ayni anda , biri A ’dan
B ye , digeri B ’den A ’ya sabit hizla yola ¢ikt1.
Ogle saatinde (saat 12 : 00’de) bunlar karsilagtilar
ve yollarina devam ettiler 1. yaya aksam saat 4 :
00’da B ’ye , 2. yaya aksam saat 9 : 00’da A 'ya
ulagti. Yayalar sabah saat kagta yola ¢iktilar?

COZUMLER

A.231. 1T'den bir n > 1 pozitif tam sayisina
kadar olan sayilarnn art arda yazlmasindan
elde edilen sayiya 7seri” diyelim (Srnegin,
1234,12345678910111213  v.s.). ki serinin

carpiminin seri olamayacagn ispatlayiniz.

Céziim. Bir seri n basamakl ise, 12 - 10772 ile
131072 sayilan arasindadir. O halde iki serinin
garpim 144-10™ ve 169-10™ geklinde olan iki say1
arasinda bulunacsk. Dolayisiyla carpinun soldan
ikinci basamag 4, 5 veya 6 olabilir, byle bir say:
da seri olamaz.

A.232. ABC dik {icgeninin AB hipoteniisii
lizerinde, |[BM| = |BC| ve |[AN| = |AC| ola-
cak sekilde, M ve N noktalar: alinmgtir. Sonra
|BP| = |BN| ve |AQ| = |AM] olacak gekilde, BC



ve AC kenarlan {izerinde sirasiyla P ve ) nok-
talar1 ahndilar. €, Q, M, N, P noktalarmin ayni
cember {izerinde bulundugunu gbsteriniz.

Qozum BPN ve BCM ikizkenar iicgenleri

S
Sexkil 1

‘benzer oldugundan |PN| = [CM|dir. |PC| =
|V M| oldugundan CM NP, bir ikizkenar yamuk-
© tur ve dolayisiyla bir kirigler dértgenidir, yani
C,M N ,P noktalarin: iceren bir ¢cember bulunur.
Benzer gekilde CN M@ de bir ikizkenar yamuktur
ve C,N,M,Q noktalar1 bir cember iizerinde bu-
lunur. Bu ¢emberlerin ikisi de C,N,M noktalarini
icerdiginden, cakigirlar.  Boylece C,Q,M,N,P
noktalari bir ¢cember {izerinde bulunacaktir.

A.233.  a1,49,...,a000 sayilarmndan bir kismi
mavi kalemle, geriye kalanlari kirmizi kalemle
yazilmigtir. Kirmiz sayilar silersek, geriye 1’den
100’ kadar olan tiim tam sayilar (artan sirayla)
kalacak. Mavi sayilar silersek, geriye 100’den 1%
kadar tiim tam sayilar (azalan sirayla) kalacak.
a1, a2, ..., 8100 Sayilar: arasinda 12’den 100% kadar
olan tiim tam sayilarm bulundugunu ispat ediniz:

Coziim.  ay,ds,...,0100 saylarindan k tanesi
mavi, 100 — & tanesi de kurmiz olsun . Kirmuz
sayilart sildigimizde gerive 1 ’den 100% kadar
olan tiim (mavi) sayilar artan sirayla kaldigindan,
a1, 82, G100 Sayllar arasinda yer alan k tane
mavi say1 1,2, ...,k sayilar olacak. Aym gekilde
ilk 100 say: arasindan yer alan 100—k tane kirmiz
‘sayt 100,99,...,k + 1 sayilan olacak. Béylece ilk
100 sayt 1, 2,...100 sayilarindan olugacak.

A.234. Her n pozitif tam says: icin

VI}+ {(V2} + ... + {Vn?} bg ”‘2; 1
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oldugunu gosteriniz (Burada {z} = z — [|z{],
sayismin kesir degerini gbstermektedir).

Céztim. n = 1 igin egitsizlik 0 = 0 egitligine
doniiglir. n > 1 olsun. Her m pozitif tam sayist ve

pozitif z sayisiigin vm? + 3 < m+ 5% - egitliginin
dogru oldugu kolayca kontrol edzhr dolaylSlyla

0 < a < m olmak {izere her a tam sayis: i¢in

Vm?+a+vVm2+2m—a<2m+1

esgitsizligi geceklesir.

Wm?+al=[Vm?+2m—a=m

oldugundan buradan

{\/mz%a}+{\/m2+2m-a}§ 1

egitsizligini elde edriz. ¢ = m 6zel durumunda ise

{vVm?+m} < %

egitsizligi elde edilir. Dolayisiyla her m pozitif

tam sayis1 icin

:ﬁjw - ;{m}
= E{M}+n§{m2+2m~a}+{m
< Z()({J‘T-E}ﬁm +2m — a})+—
< Zmz—i- 1

egitsizligini elde ederiz.{vn?} = 0 egitligini de gdz
oniinde bulundurursak,

n—-1 m2+42m

Z{f} > 2. VR +{Va?

t=1 m=1 k=m?
n—1
2 21

SZ m2+1:n2

m—1

olarak bulunur.
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A.235.  2x2x2 boyutlu kiibi dort tane 1xlxl
boyutlu kiibiin aglim ile kapatmak miimkiin
miidir?

Coziim. Jekil 2’deki 4 tane 1x1x1 boyutlu kiiple
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Sekil 2

kapatilmig olan ¢okgen kolayca bir 2x2x2 boyutlu
Kiipe dOnfiigtiiriilebilir.

¥.231. Her n > 2 tam sayist igin
an=22""19m

sayisinin bilegik oldugunu gbsteriniz.

Céziim. by = 26, = 22" — 971 _ 9 gayisinin
1'den ve g, ’den farkli bir tek sayiya boliindiigiing
determemiz yeterlidir. n ciftse (n = 2¢),

Bo=4""1-2.4-2=1-2-2=0  (mod 3)

o

' aéjgundan by, bilesiktir. 7 tek say: olsun. O
alde n = 2%(2m — 1) — 1 olacak sekilde k ve m

zitif tam sayilar: bulunur. (22k +1)|by, oldugunu
b terehm 2k|22°(@m—1)=2 oldugundan

;J

'u

2% +1|@FCmD L 1) =9mHl 1

elde edilir. Ayrica, n > 2 oldugundan k = m=1
olamaz, dolayisiyla k < 2%(2m — 1) — 2 egitsizligi
saglanir. O halde 2%|[2F(2m — 1)] ve buradan da

~1)-2

k(2m e
@ + 1)) +1)=2"" 41

elde edilir. Simdi b, = 22" —1— (2" +1) =
{22:" - 1227 + 1) — @™ +1) esitliginden
(2% +1)|b,,, buradan da a,,’in bilegik oldugu elde
edilir (22° +1 < a,, oldugu kolayca kontrol edilir).

Y.232. Ikizkenar olmayan ABC ficgeninde AK
ve BL kenarortaylardir. BAK = CBL = 30° ise,
ABC iggeninin i¢ agilarinm kosinfistini bulunuz.

Coziim.
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Sekil 3

P noktasi AB dogrusu lizerinde olmak {izere bir
kenarortay: AK olan APQ egkenar {iggeni ¢izelim
(Sekil 3). |AM| : |[MK]| = 2 : 1 oldugundan,
M noktas1 APQ) licgeninde agirlik merkezidir. O

- halde S(KPM ) = 30° = S(KBM ), dolayisiyla:

K M BP bir kirigler dortgenidir. .s(M KP)y=090°
oldugundan, s(MBP) = 90° olacak, dolayisiyla
|AB| = |BPpdir. |AB| = o olsun. AKP dik
iggeninden |BK| = |[AB] = a ve burada,n da

[BC| = 20’dir. cos(ABC) = cos120° = —1'dir.
Kosiniis teoremininden !ACP |AB)? + !BCF

2| AB||BC| cos(ABC) = a? +4a? —2a-2a- () =
7¢*'dir. Yine kosiniis teoreminden cos(BAC) =

o®+7a~d0® _ 2 I0B) — Ta°+4a®—0a® _
207 V7 ve COS(AOB) 2-0v/7-20

é—f/—,f elde ederiz.

Y.233. Bir iilkede N tane havayolu girketi var
ve her kentten tiim girketlerin birer ugugu bu-
lunur. Herhangi iki kentten birinden digerine
ucakla gitmek miimkiindiir (dogrudan veya birkag
ucak degigtirerek). Ekonomik krizden dolay1 N—1
tane ucug iptal edildi, fakat hicbir girketin birden
fazla ucugu iptal edilmedi. Yine de herhangi kent-
ten digerine ucakla ulagmanin miimkiin oldugunu
gdsteriniz.

Coztim. ~ A ve B kentleri arasinda bir X
girketinin ucugu iptal edilmisse, A’dan B’ye bagka
bir yolla ulagilabilecegini gistermemiz yeterlidir,
Kogullardan N — 1 sirketin birer ugugunun iptal
edildigi, bir ¥ girketinin de hicbir ucugunun ip- -
tal edilmedigi anlagilir. Y girketinin A kentinden



bir A; kentine ugugu bulunur. 4; = B ise A’dan
B’ye bu ugugla ulagiriz. Ay # B ise, A;’den X
girketinin bir A; kentine ucusu bulunur, ciinki
X sgirketinin sadece bir ugusu iptal edilmigti. Ag
kenti A ve B kentlerinden farkhdir, ¢linkii X
sirketinin her kentten sadece bir ugusu bulunur.
9imdi Y girketinin A4y kentinden bir Az kentine
ucugu bulunur. As kenti A ve A;’den farkhdir,
¢linkii her kentten Y girketinin sadece bir ucusu
bulunur. Bdyle devam ederek 4; # B oldugu
sirece, Ay, As,... kentlerine ulagabiliriz. Kent
sayist sonlu oldugundan bir n igin 4,, = B elde
edecegiz. Boylece sirayla X ve YV girketlerinin
ucguglarmi kullanarak A’dan B’ye ulagacagiz (V
girketi ile baglayip, Y ile bitirecegimiz agiktir).

Y.234. Agagidaki kogullari gercekleyen tiim f :
R — R stirekli fonksiyonlari bulunuz.

a-) Her 2 € Rigin f(z) =2 + flz — f(z))
b) £(0) =0

Coziim.  g(z) = z ~ f(z) fonksiyonu icin
koguldan —g(z) = f(g(z)) esitligini elde ederiz.
Ohalde g(z) slireklidir; g(0) = 0°dir ve her z
igin g(g(z)) = g(z) - f(g(z)) = 2.g(x) egitligi
saglanir. dolayisiyla g(2)’ in bir pozitif degeri
bulunursa , g yi bir kag kez uygulayarak g(z)’in
istedigimiz kadar biliylik degerini elde ederiz. g(z)
stirekli oldugundan , bu durumda g(z) ’in negatif

olmayan tiim degerleri aldigini goriirliz. Benzer ‘

gekilde, g{z)’in herhangi negatif degeri varsa, tiim
negatif degerleri alacak. Boylece agafidaki 4 du-
rum olabilir:

1. Her :&igiu g(z) = 0’dir. Bu durumda fl@) =
z’dir.

2. g(z) tim negatif olmayan degerleri ve sadece
bunlar: aliyor. Her z > 0 sayis1 ¢ = g(y)
gseklinde yazlabildiginden f(z) = flg(y)) =
—~g(y) = —z olacak. z < 0 icin g(z) > 0 &
f(z) < . Bu iki kogulu saglayan tiim f(x)
stirekli fonksiyonlarmin bir ¢8ziim oldugunu
gosterelim. © > Oise, f(z—f(z))+z—f(z) =
fz)+z+2=0. 2 <O0ise, f(z ~ fl&)) +
z— f(z) = flz) -z +2 — f(z) = 0 olacak
¢linkd z — f(z) > Odir.

3. g(z) poezitif olmayan tiim degerleri ve sadece
bunlar: aliyor. 2. duruma benzer gekilde z <
0igin f(z) = —z vex > Oicin flz) > =z
kogullarmm saglayan fonksiyonlarin ve sadece
bunlarm oldugunu elde ederiz.
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4. g(z) tim reel degerleri aliyor. Bu durumda
her z € R sayisi z = g(2) geklinde yazlabilir,

dolaysiyla f(z) = f(g(y)) = —9(y) = —z
elde edilir.

Y.235. Pozitif tam sayilar kiimesi birbiriyle
kesismeyen iki sonsuz kiimeye ayrilmigtir. Her iki
kiimede toplamlar: birbirine egit olan 100%r say1
bulundugunu gosteriniz. !

Cézlim. Kiimeler 4 ve B olsun: N = AlJB.
Kiimeler sonsuz oldugundan, n€ Aven+1€ B
olacak gekilde sonsuz sayida (n,n + 1) ¢ifti bu-
lunur. Ayn: gekilde m € B ve m+ 1 € A olacak
gekilde sonsuz sayida (m,m + 1) ¢ifti bulunur.
Alacagimiz tiim 200 say: birbirinden farkli ola-
cak gekilde 50 tane birinci tiir ¢ift ve 50 tane
de ikinci tiir ¢ift alabiliriz. BSylece A ve B
kiimelerinde 100’er tane say: almug olacafiz ve
bunlarin toplamlarinin egit oldugu agiktir.

KIiTAP TANITIMI

Herkes igin Matematik
(John Allen Paulos)
Ceviri: Beyaz Yaymlari

Yetersiz matematik egitimi, matematikle il-
gili psikolojik engeller ve hayal, algilar insan-
larin ¢ogunu say:r cahili yapmaktadir. Eger
reklamcilann yanlig iddialarina, sarlatan dok-
torlara ve sahte bilimadamlarma direnecek-
sek, icimizde istatistik konusunda saglkli bir
kugskuculuk geligtirmeliyiz. Bu canli ve es-
prili kitabinda John Allen Paulos matematigin
gliclinii gbsteren birgok ilging Ornegl biraraya ge-
tiriyor. Bircok insan sayilarin matematikgilerin
ugragt alanma girdigi kanisindadir. Oysa glinliik
yagsaminda matematigi kullanan her insan, bunun
yararmn gérecektir. Borsa stratejileri, es segimi,’
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fal, diyet ve tibbi iddialar, terSrizm riski, as-
troloji, spor rekorlari, secimler, cins ayrimcihfi,
UFO’lar, parapsikoloji, piyangolar ve ilag testleri
gibi glincel konulara matematik agidan bakmak
onlar: algilayigimiz1 degigtirecektir. Herkes fein
Matematik’l okumak matematik ve sayilardan
hoglanmayanlar i¢in oldugu kadar matematik
meraklilar igin de ufuk acic1 olacaksir.

Biiyiik Cekigmeler
(Hal Hellman)
Ceviri: Fiisun Baytak., TUBITAK

Bilimsel bulug siireci duygularla doludur. Bilim
adami yenl bir diglince ortaya attiginda cogu
kez bagkalarmin kuramlarini cignemis olacaktir.
Eski fikirlerin sahipleri ise kolay kolay pes et-
meyecektir. Bilim adamlari arasinda bu tiir
anlagmazlklar olmustur. Bu anlagmazliklar
bilim i¢in yararhdir. Tipk: biiyiiklerin kavgalar
ile kiigliklerin gliriiltiilerinin diiglince Szgiirligi
ve efitimin geligmesi i¢in zorunlu olmas: gibi.
Kiskanchik, cekememezlik, rekabet, hirs, bilim
adamlan arasinda da goriiliir. Kitap, bu konuda
bilim tarihinden secilmig on tartigmay: okura sun-
may1 amagclamaktadir,

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosuna kabul etmektedir. Yaynlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmas: diginda her-
hangi bir kisitlama yoktur. Fikir vermesi
acisindan gu konulart siralayabilirviz:

* Konu sunuglar.

* Matematiksel diiglincenin degigik alanlardaki
uygulamalarini vurgulayabilecek yazilar.

* Yillardir ¢Oziim bekleyerek ya da heniiz
¢Oziilmemis {inlii problemlerin tanitimi,

* Matematige ilgi duyan 6frencilerin kendi-
lerini agmasina yardimci olabilecek problemler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matem-
atikcilerle ilgili yazlar.

* Daha saghkhi bir miifredat programini
olugturmaya yonelik inceleme, elegtiri ve alter-
natif Sneriler.

* Matematik diinyasindan giincel haberler.

Dergimize gbnderilen makalelerin  yayinlanip
yayinlanamayacagma Yaym Kurulu karar verir,
yayinlanan makalelerde sunulan gdriigler tama~
men yazar(lar)a aittir. Génderilen  yazlar
aynen yayinlanabilecegi gibi biitlinligli boz-
mayacak bazr degigikliklerle de yayimnlanabilir.
Simdilik olanaklarimiz yazarlara telif {icreti
O6demeye elverigli degildir.  Bu nedenle an-
layigla kargilanacagimizi umuyoruz. Génderilecek
yazilarin bilgisayar ortaminda yazilmig olmas:
(Latex, Word, Scientific Work-Place), diizgiin
ve tam ctimlelerle, Tiirkce dilbilgisi kurallarina
uyularak yazilmasi, beg sayfayr gececek yazilarda
bélme noktas: belirtilmesi gerekmektedir. Yazilar
ya bir adet yamcidan gkimg Sroegi ve bir 3.5
inc’lik diskete kayt edilmig olarak

. Matematik Diinyasi
Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisi,
Matematik Boliimii, 35435
Giilbahge-Urla, IZMIR

adresine posta ile génderilmeli, ya da
mdunyasi@galois.iyte.edu.tr adresine elektronik
posta ile gonderilmelidir.




