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1. GIRis

Boliinti, bir pozitif tamsaymin, pozitif tamsayilarin toplam: bigiminde ifade edilmesidir. Bu ifade-
de toplananlarin siraginin bir 6nemi yoktur. Ornegin 3 saysi igin 3 = 241 ve 3 = 1+ 2 gdsterimleri
bzdeg kabul edilmektedir. Bir sayimin boliintiistinde toplanan konumundaki tiim sayilara boliintiilenen
sayinin parcalari denmektedir. Bir n sayisina ait bdliintiiler, b&liintliyl olugturan pargalarin azal-
mayan sirada listesi geklinde ifade edilmektedir. Ote yandan birden fazla kez kullamlan parcalarin
kag kez kullanildigy parcanin istiine yazilarak gosterilir. (")meg'm, 12=34+3+2+2+1+11iin
gdsterimi, (12223%) geklindedir.

TANIM:

Bir n dogal sayisinin tiim bdlintiilerinin sayist p(n) boliintli fonksiyonuyla ifade edilmektedir.
p(0) = 1 kabul edilmektedir. Boliintiinfin tanimindan n negatif tamsay: ise p(n) = 0 olmaktadir.
(Hig bir negatif tamsay: pozitif tamsayilarin toplami geklinde yazilamaz.)

n’nin kii¢lik degerleri igin p(n) sayisini, n’nin boliintiilerini bir liste halinde yazarak hesaplamak
miimkiindiir. Ornegin p(5) = 7 dir. Ciinkii 5 sayis: tam olarak 7 farkli gekilde parcalanabilir. Bunlar,
(5),(14),(23),(123),(122),(132) ,(1%)dir. Siiphesiz, aymi ydntemi kullanarak cok daha biiyiik sayilar
icin p(n)’i - rnegin 1004 i¢in p(100) = 190569292 - bilgisayar destegi olmadan hesaplamak imkansiz
gibi goriinmektedir.

p{n)’in hesaplanmas: bir ¢ok matematik otoritesini uzun yillar meggul etmig bir problemdir. Prob-
lem, ilk olarak 16544 yilinda Leibniz tarafindan ifade edilmigtir. 1740’a Alman matematikei Philipp
Node tarafindan Leonhard Euler’e sunulmug; Euler, boliintiiler izerine yaptigi caligmalarda bir ¢ok
ilging Ozellik bulmugtur. Bunlar arasinda {inlii ” pentagonal teoremi” merkez teorem niteligindedir.

Istatiksel Mekanik ve Dizgi Teorisi bagta olmak fizere bircok modern fizik teorisinde ve Olasilik
Teorisi ve Istatistiksel Analiz bagta olmak fizere matematigin bir¢ok alaninda, ¢ok parcadan olugan bir
sistemin tiim olas1 konfiglirasyonlarinin bulunmasina, dolayisiyla bir saymnin béliintiilerinin sayisina
ve buna ait boliintli fonksiyonlarina fazlasiyla ihtiyag duyulmaktadir.

Bu yiizden n’nin biiylik degerleri i¢in p(n)’in bulunmasiyla ilgili etkili metodlar ve &zelliklerin
bulunmas: uygulamali matematik i¢in énemli bir problemdir.

1I. PROJENIN AMACI

Bsliintiiler teorisinde bir grup cebirsel iligki kurulmas: ve buradan hareketle bir n sayist icin p(n)
degerinin bulunmasini saglayan etkili algoritmalar elde edilmesi.

II1. TEORI

Tanun: H, pozitif tamsayilardan olugan bir kiime olsun. Bu durumda ”H” parcalar H’ nin:
icinden secilen béliintiilerin kiimesini ; p(” H”,n) ise bir n saymsinn, parcalari H kiimesinin eleman-
lar1 olan boliintiilerinin sayisini ifade eder. i
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V. YONTEM

Bu iki boliimde p(n) degerinin hesaplanmast igin iki farkli algoritma (ySntem) elde edilecektir. L.
Boliimde Sonug 1.1’de Algoritma D'e; IL Bélimde Teorem 2.1’de Algoritma II’ye ulagilmigtir.

I. BOLUM
Yardimc: Teorem 1.1: H porzitif tamsayilardan olugan bir kiime olsun. Bu durumda;‘
L fle) = 2pso P("H”,0)q" = lnen(l =97
IL fo(g) = Lz P B (< d)y)a® = [Tpen (1+ 0"+ +¢%) = [Loerr (1~ 0™ (1 — g™

Not: f3(q) ifadesinin iki formunun esitligi sonlu geometrik serilerin toplamindaki basit bir Szellikte

gelmektedir: 1+g+¢* +...+¢" = l;f'_ngi

ispaﬁ:: Yukaridaki I ve I ifadelerinin ikisi de analitik bir yontem izlenerek agagidaki gibi elde

edilebilir. H kiimesinin elemanlart H = {hy, ho, s, ...}, (b1 < ha < hs...) olsun.
) 8

HnEH(l"’qn)_l = i'_%l’ﬁf X T:]EEZ' X ﬁh—s— X e
=1+ +g"M + ) x (1+g"2 + ¢ + ) x (146" +¢% + ) x ..

— 2@120 Zagzo ZagZO ".qa1h1+a2h2+a3h3,..

Dikkat edilecek olursa g degerinin kuvveti, (R{*R§>h3...) seklinde bir béliintiidiir. Yani, yukaridaki
toplamda ¢ degeri, N'nin, parcalar1 H kiimesinden alinmmg her farkl bolintiis icin bir kez gdriilecekt
Buradan T elde edilir.

IT'nin ispat1 sonsuz geometrik serinin sonlu geometrik seriyle yerdegigtirmesi diginda I ile 8zdegtir.
oen(1+q"+ o +¢9m) = Za‘}_‘m 50 Edzagzo Zdzaszo ..qe1h1tazhatashs..

=2 onzo P(H” ,n)g"

Yardimer Teorem K;E(Euler}: Tim n pozitif tamsayilar igin p(@,n) = p(A,n).

Ispat: Teorem 1.1’den faydalamlarak;

T () = T2, G2 = 12, (1 - @) [12, (L — )

=1 {1 =@MA =) (A=) =L, (L -2

Sonug olarak; 2onsoP(B,n)g" = 2 om0 P(A,n)g™.
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Ovleyse, Ozellik 1’den her n € Z+ icin p(6,n) = p(A,n) dir.

- Yardumci Teorem 1.3: p.(A,n); bir n saysinin, ¢ift sayida ve birbirinden farkl; po(A, n) ise
ek sayida ve birbirinden farkli parcalardan olugan bolintilerinin sayisim ifade etsin bu durumda:

="

2e(A,n) — po(A,n) = { 0 .m

n= m(3m1)

21— 2
3m1

7 i)

dir.

Tanun: r € Z1 olmak fizere d?’;ﬁl formundaki sayilara pentagonal sayilar denir. Pentagonal
sayilarm i ve ii’deki kogullar1 saglayan boliintiileri birebir eglemenin diginda kaldigindan béliintiiniin

r degerinden hareketle p,(8,n)

=pu{8,n) + (1) esitligi elde edilir.

Teorem 1.1:(Euler’in Pentagonal Teoremi)

...1)

I, (A=) =1+ X5, (-1)mg™
ispat:

T (1)mgm T =50 (q)ymyg

=1+ E:::l (=1)™q

=14 22:1(“1)7”4

=1+ Z'rojzl(—l>m

=1+ z;.rf:l(“l)m

=143 (R.(8,n) — po(8,n))q"

m(Bm—-i)

(1+q™) =T (~1)mg=F

m(Bm—1)
2

Y0 ()T LY (—1)mg

m(8m—1) (=m)(B(~m)~1)
2 3

+ Y (-1

m(3m—-1)

m(3m—1)
2

+Zm—1( 1)111,
+Zm—1( 1>m

m(3m 1) m(3m 1)

m

m(3 m-—)

(1+¢™)

- (bkz.Tecrem 1.2)

Ispatin tamamlanmas: icin agagidaki 6zdegligin dogru oldugu gdsterilmelidir.

=1+ 3021 (pe(8,n) — po(8,n))q" =
Bu 6zdeglik agagidaki gibi elde edilir:

HZO=1 (1—-g¢") =

n:l (1 - n}

1 1 1 / ‘
Zg,»l:(] Za2:0 Zas:o ."(_1)az+a2+a3+...qa1 XI4aoX2+azx3+...

=1+, (0(A,n) — po(A,n))g.

Uyart: ¢’'nun kuvveti olan (@ X 1+ag X 2+ a3 X 3+ ...) degeri X =

(181292398 ) formunda, bir-

birinden farkl: pargalardan olugan bir boliintiidiir. Ayrica, bu ifadenini niinde yer alan (—1)%1+e2+as+
degeri boliintiin{in tek sayida parcas: varsa (—1), ¢ift sayida parcas: varsa (1) olmaktadir. Z;,:o (=
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1,2,3,...) ifadesi herhangi bir par¢anin bdliintiide en fazla bir kez yer alabilecegini gosterir. Teorem
1.3’den de faydalamilarak pentagonal sayilarm katsayilarinin (—1) ve (1)’den biri; bunlarin diginda,
kalan sayilarin kutsayilarmin ise (0) olacag agikca anlagiimaktadir. (bkz.Yardimc: Teorem 1.2).
Esitligin sol tarafindaki 1 degeri a; = ag = a3 = ... = 0 iken elde edilir.

Sonug 1.1(Algoritma I}: Vn > 0 icin;

L p(n) + (=1)™p(n — 1) + ... + (=1)™p(n — TETLy o (_1ymp(p — mEmELY L~

(VM < 0icin p(M) = 0 ve p(0) = 1’dir.)

ispat: I egitliginin sol tarafl a,, olsun.

S0 and” = Tl [P(R) = p(n = 1) + .. + (= 1)7p(n ~ REMD) 4 (_1ymp(n — mEmAL -]

= Zlop()a" = Eilop(n = g + .4 (= 1)™ 2o pln — HE=1)gm+
()™ 32y p(n ~ 2EmHygn o

2

m(3m—1)

= Dnmo PG = Lo p(n = 1)a"g + o+ ()" E2op(m)g"e ™ F D+

(1) Yoo p(n)gng Ry o

m(Bm—1)

m(3m+1)
= Yoo P(n)g" (1 —g+..+ (=" =z +(-1)™¢ =z + )

= Zf;op(n)q“ (1 + Z:il (pe (A7 7') ““pO(A7 T))‘ZT)
= X opmer (1+ T (-)"g™ ™ (1 + ™)
= -g") " (1 —¢™) =1

Uyary: Ogzellik I'den a; = 0(i = 1,2, ...y olur. Elde edilen 1 degeri p(0) = 1 egitliginden gelmek-
tedir. Bu egitlikten faydalanarak p(n)’in hesaplanmasinda kullamlabilen Algoritma I elde edilir.

II. BOLUM

Tanwm: = H, pozitif tamsayilardan olusan bir kiime cﬂsun.Bu durumda p(” H” ,m,n), n sayisimn
m tane parcadan clugan béliintilerinin saysim ifade eder. Bu gdsterimi iki degiskenli bir 6zel tanmimh
fonksiyon geklinde agagidaki gibi ifade edebiliriz:

fs(z9) = ano:() Z;ozo p("H”,m,n)z™g"

=3 aem VN (A= Qe A =r,0(A) = A + Ao + o+ Ay din).
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H pozitif tamsayilar kiimesi ise p(” H”,m,n); p(€,m,n) sembolilyle ifade edilir.
Yardumer Teorem 2.1:
L. 3 m=0 Xneo p(ﬂom»”)zmqn =TI, (1= 2¢")™
L, S5 T 0 (S d)my g = e (1 = #1001~ 7))
ifspat:
LT (1 207 =TI (L + 207 + 26 +..)
=(1+2¢" +2¢°" +.) x (1 + 2¢" +2¢°% +..) % ...
= Y050 T a0 T a0 ..z Featas .. gar i Fazhatashs...

Uyar:  ¢'nun kuvveti, (h$*h32...) béliintlist; 2 'nin kuvveti ise bu béliintiideki parcalarn
sayisidir.

Sonug olarak agagidaki ifadede 2™ g" degeri N ’nin parcalari H kiimesinden alinmig M
tane parcadan olugan her farkl bdliintiisti i¢in bir kez yer alacaktir. I i¢in ispat biter.

I'nin ispat: sonsuz geometrik serinin sonlu geometrik seriyle yer degigtirmesi diginda I ile Szdegtir.

Yardime: Teorem 2.2:

(1—atg™) 1~a)(1-aq)...(1—ag™ "1 )t™
T 45 = 14 Yo, Sty

Orellikler 2:

i (@)n = (a;0)n = (1 —a)(1—ag)...(1 - ag(™ ) | kiiciilecek ‘

ii. (0,)0 = 1,

itl. Tiim n sayilan icin {a), = (égl‘;‘w

ispat:

Ft)=Tloro %}——‘Zq:% = Ao+ A1t + Aot? + .= o g Apt” olsun.

éyleyse;

: 1—atg™ . —atg™ -
@-HF@) = - 12 2, (n=0250 = 1%
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. lj !
=1 =at)[[% L(‘i%zﬁl

oo ) " oo —atg" !
=(-a)F(e)  (Flg) = I, S0 =TI, 4oy

Uyarz:  Ap = F(0) = 1 oldugu agiktir. ¢™li terimlerin katsayilarmn egitliginden {(bkn. &zellikler
1.i)agagidaki dzdeglikler elde edilir:

(1-1) fo’zo Apt™ = (1 — at) Zgo:(} An@@)n = Ap1 =q"An —aq" T Ap 1.
Buradan;

_ (l—ag™ ) — (1=ag" MY (1—ag”~?)..(1—a)do _ (@)n
An = (1—g™) Ap-1 = (1—-¢*)(1-¢*~1)..(0—g) > = (@)n

Teorem 2.1:

LI 2e(l—tgm)t=1+32, (1—q)(1~;;‘)...(1—q")

n{n-~1)

II. H'rcao:O(l + tqn) =1+ Zi—l (l—q)t(:iiq )2.‘.(1—q") ‘

Ispat: I icin Yardimer teorem 2.2 * de a yerine 0 yazilirsa istenilen ifade elde edilir. II i¢in

Yardimer Teorem 2.2 ’de ayni ydntem kullanilarak a yerine # ;3 t yerine b- 2 yazilirsa agagidaki ifadeler
elde edilir:

(1—2gn—1)(1—2 "—2)..,(1—1) n _ e
T S e 12, )

b~ag” " ) (b—ag” " %)...(b~a)2z"
=1 X, e

Son ifadede b = 0 ve a = —1 atanir ve z yerine ¢ yazilirsa ispat biter:

n(n=1)

1+ 200 ot =y = [t (L +1¢7)

Teorem 2.2:
T 2" = I20(1 = @) (1 +2*™1)(1 4 271g*).

Ispat: Teorem 2.3 1 ’de ¢ yerine zg; g yerine ¢? yamlirsa agagidaki ifade elde edilir.

oy 2y Tm=1)

. [§
Hfzozo(l + 342n+1) = Z;.:zo (1-(55))(1?44).,.(1—112”’)

m_(m?2)

Mo +2a™ ) =52, 552 (1)
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ﬂw—oll + Zq2n+1} = "Q_QT Zm__oo z Q'(m )(q2m+2 )oo~ (2.%)

347 Joo

Uyarz: (2.x) ifadesinde m ’in (—00)’ dan gelmesi ifadenin degerinde herhangi bir degigiklige ne-

den olmamaktadir. Ciinkii Vm < 0 icin garpima (1.— ¢°) = 0 carpani gelecek ve ifadeyi 0 yapacaktir.

Not: (1.x)ifadesinde z yerine (—¢*™*+1) yazilirsa agagidaki ifade elde edilir.

2m+1 (2 2 Lomptr
TI (14 (=2m)g™) = 12, S et = e W@ o),

Ayrica;
[z (T4 (=™ ) = (1= ™)1 = @™ ). = (™% 6o

oldugundan

(@22 )0 = SO0 (EUTET
T )0 = Yo

esitligi elde edilir. Bu ifade (2.x) da yerine konursa,

: 2 (=1)7( 7‘2+2m1‘+1~]
Hn-—ﬂ(]‘ + zQ2n+1) - m Z:rjz—coz q(m ) (ZT—O : (9%342)1" )

o1+ 2™ = = 302, % (Zﬁz_m g(m+n)? z(m—}—r))

=a\" 2
= e Tk (i (T m)
Teorem 2.1 de ¢ yerine =L , ¢ yerine ¢* yazilirsa agagidaki esitlik elde edilir.

-9

_ oo =3 _ -2y
[Theo(l—271g" ) = > on=1 (1—@2)(‘1(—44;..(%92") =320 (gisqﬁ)w

Bu egitlikten faydalanarak,
2o (L 2 = b T2 (1 — 212 1)L (T2, ¢ 2m)
Buradan,
T a™ ™ = (@%0%)e0 [T (1 + 262+ (1 - 27 1g>™H)
=TI (1 = @27 F2)(1 + 2g?P+1)(1 + 2~ 1 g2 1),
Sonug 2.1 (Algoritma IT :)

p(dn) =p(n)+p(n—T7)+p(n—9) + +p(n— ) + .. " (mod 2},
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p(dn+1) ‘—_—‘b(n) +p(n—58)+pn—11) +..+pn — Bn) + .. (mod 2),
p(dn +3) = p(h)fp(n ~3)+pn—13)+ ... +p(n — Ym) + . (mod 2),
pAn+86)=pn)+pn—1) +p(n—18) + .. +p(n — &) + ... (mod 2).

Not: Kongruans sisteminde denkligin sag tarafindaki ifadelerde seri, parantez igindeki deger
negatif olana dek siirecektir. Ote yandan oy = m (8m 1), B =m (8m £ 3), v = m (8m £ 5),
O =m (8m*7), (m=20,1,...) formunda sayilardir.

Ozellik 3: Ispatlarda kullamlacak olan kongruanslar p* (k = 0,1, ...) h terimin katsayilar: arasinda
kullamlmaktadir. Bir drnekle ifade edilecek olursa;

(1—2)® =1~ 5z +10z% — 10z® + 5z* — 25,
(1—2)%=1+5(~z+ 22 - 22° +z%) — 2%,

=1-gb {mod 5).
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