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SEK1Z TAMKARE TEOREMI VE CAYLEY SAYILARI

Oktay K. Pashaev - Fat;i‘h Erman
IYTE, Fen Fakiiltesi, Urla, IZMIR

Daha Snceki sayilarimzda [1, 2] iki ve dort tamkare Szdegliklerini, ilgili teorem ve bagintilan kompleks
sayilar ve kuaterniyonlar yardimiyla incelemistik. Bu dzdeglikler kompleks sayilar ve kuaterniyonlarin
carpimlarinin normlan yardimiyla yorumlanmigti. Buradan, dogal olarak gbyle bir soru sorulabilir:
Iki n-tamkarenin toplamlarimn ¢arpim, bir n-tamkarenin toplamina egit olabilir mi? Daha dogrusu,
n’nin hangl degerleri i¢in agagidaki Szdeglik saglamir?

@+ . +a2) P+ +02) = A2+ + A2 1)

Burada 4;" ler (¢ — 1,2,...,n) ¢ ve b’ lerin bilineer formu olarak verilmigtir. (Ornegin, a1b; + 9a1by —
3asbs + 4asby ifadesi bilineer bir formdur) Gordiigimiiz gibi n = 2 oldugunda , (a1,as), (b1, bs) ve
(A1, As) ikilileri kompleks sayilar temsil eder : (21,29) ¢ 21 + 422

n-= 4 oldugunda da (a1, ..., a4), (b1,...,ba) ve (41, ..., A1) say1 dortliileri, Hamilton’un kuaterniyon-
larm temsil eder: (g1,.., @) @ +@i+gitauk

Hamilton’un kuaterniyonlar: kegfinden kisa bir slire sonra Arthur Ca,yléy, problemin n = 8
degeri icin bir ¢6ziimii oldugunu gosterdi ve Hamilton’un birimlerinin bir genellegtirilmesi olan &
birimi{units) agagidaki carpim bagintilarin saglayacak gekilde

.3 2 . I Y . I . T T
i =—Lagir =1 5 dfpdp=dg=—doty ; dpiz=iz=-—iziy ; f1i3 =iy = —izf

ve bengzer carpim bagintilarin da agagidaki carpim tablosuna gire tanimladi.

i1 io i3 i4 i5 16 i7
1 -1 4 ir —~ig | —tg | —i5 | —i3
i | —8a | —1 | 45 i1 | —i3 | %7 | —ie
iz | —iy | —i5 | —1 ig i | —i4 | =11
ta | %2 | —81 | —ts | —1 | i7 iz | —is
iy | —ig | %3 | =@y | =iy | =1 | i1 t4
tg | G5 | —@r | 4 | —@3 | —23 | —1 | ‘i
7 i3 ig -1 15 —ig4 | —ig -1

(Burada carpumn sonucu 4. satirdaki elemanla j. siitundaki elemanin garp1mldlr) Oktonyanla,r
olarak da adlandirilan Cayley sayilar, zg, %1, ..., 27 € R olmak {izere agafidaki gekilde tanimlanir:

=20+ 2181 + ...+ 37 07 : (2)
Bir oktonyanin eglenigini de agagidaki gekilde tanimlamak uygun olacaktir:

T=20— 1% — oo — Ty 07 (3)

Buradan z ve T carpimi
TE=FT =T+ ... +25 ; (4)

oktonyanin normunun karesini veren gercel bir say1 olur.

Herhangi sifirdan farkh bir oktonyanin tersi
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sl =57 : (5)

olarak verilir ve burada z2~! = 2! z = 1 dir. Bundan daha 6nceki sayilarimizda kuaterniyonlarin
carpiminin yerdegigtirme Gzelligine sahip olmadiklarini gérmiigtiitk. Tablodan da goriilecegi {izere
Cayley sayilarimn ¢arpiminin yerdegistirme 6zelligine sahip olmamalarinin yaninda, ayrica birlegme
zelligine de sahip olmadiklar: gbriiliir. Ornegin,

1 1

i (G2ds) =185 =i , (f192)is =isi3 = —ig
i (i2i3) # (i1142) 1 - (6)
Cayley sayilart genel bir birlegme 6zelligine sahip olmamalarina kargmn, birlegme &zelliginin Szel bir
formunu saglar. z,y oktonyanlar icin

z(yy)=(zy)y , (@E2)y=2(y) )

dir. z ve y gibi iki oktonyanin ¢arpiminin

(QI() + 2181+ Ty t7) (yo +yrir +y7i7) =20+ 219 F ..+ 270y (8)

gibi yazilabilecegi tablodan kolaylikla goriilebilir. Burada,
2 = XYy = TLYL — e —F7Yr 21 =234+454+T76+01

20 =314+464+57+02 23=12+65+47+03
20=51+62+734+04 25=14+36+72+05 : (9)
2%6=24+53+17+06 2, =25-+34+61+07

ve jk = 2;ys — 21 ¥j; 0J = ZoyY; + ;Yo 'dir. Bu carpim formiiliinden sekiz tamkare Szdegligini
saglayan normlarin karelerinin ¢arpimini ‘

(@3 + 25 + o+ 27) W+ 0+ + ) = (F + A+ o+ 27) (10)

olarak bulabiliriz. Fakat biz bunun yerine daha farkli bir yontem izleyecegiz. Cayley-Dickson ikilemesi
(doubling) olarak bilinen bu ydntem kuaterniyonlar: ikilemenin bir sonucudur[3]. Gérecegimiz iizere
bu yBntem sadece kuaterniyonlardan Cayley sayilarini elde etmek icin degil, ayni zamanda kompleks
sayilardan kuaterniyonlan ve gercel sayilardan da kompleks sayilar elde etmek icin kullanilir.
a) 1k olarak, daha basit bir érnek olan ddrt tamkare Szdegligini ve kuaterniyonlar: inceleyelim. Her-
hangi bir kuaterniyon ¢ € H,

g=%o+mmi+aoj+a3k (11)

olarak ifade edilir. Ayn1 zamanda, eger ¢ ve § birimlerinin carpim ozelligini kullamrsak (¢§ = k) ¢’ yu

g=2o+ T i+ 32 +a3if = (To +310) + (T2 +237) J (12)

seklinde temsil edebiliriz.

Bu ifade herhangi bir kuaterniyonun zg + 1% ve @s + 234 gibi bir kompleks say1 ¢ifti ile temsil
edilebilecegini gdsterir. Buradan, g ve r gibi iki kuaterniyon agagidaki bicimde tanimlanirsa,

g=(@o+z10)+ @+ 2i)j=v+Vj ve r=Wo+ni)+@+yi)i=w+Wj (13)

garpimlari s
gr=@W+VH(w+Wi=@ww-VW)+@W+Vu)j (14)
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geklinde- olacaktir. - Son ifade kuaterniyon carpumini (Hamilton'unkine egdeger)kompleks say: ik-
ililerinin ¢arpun geklinde tamimlayabilmemize saglar:

(0, VY(w, W)= (vw-VW,oW +Vw) ’ (15)
Buradan 4 tam kare 6zdegligini, kompleks iki tam kare 6zdegligini kullanarak dogrudan ispatlayabiliriz:
w=VWE+ W+ W)
Pl (fw? + W) + [V (Jwl® + W)
(ol + V) (jwl* + W)
= |gfIrf? (16)

lgr|?

Il

]

b)Benzer bir yolla herhangi bir oktonyon, kuaterniyonlar ikilileri ile temsil edilebilir. Burada 1,4y, 12,43
birimleri, kuaterniyonlarin birimleri arasindaki bagmtilar: sagladigindan , bunlar 1,4, 4,k olarak
degigtirebiliriz. Diger kalan dért birim ise e = 44, fe = i5, je = ig ve ke = i7 olarak alalim.
Bu takdirde, herhangi bir Cayley sayis1 2 = 2o + 21 41 + ... + Z7 97, ¢ + Qe biciminde yazilir. Burada,

g=Z0+ 21 i+aejt+ek Q=zs+z5i+tzeftark Y
olarak belirlenen kuatermyonlardlr Dolayisiyla (g + Q e) ve (r+ Re) gibi iki oktonyonun carpimi
(g+Qe)(r+Re)=qr-RQ+(Rg+Qr)e ‘ (18)

geklinde yazilabilecegi aciktir. Burada ¢,@Q,7 ve R kuaterniyonlardir. Bu formiil oktonyon ¢arpimini
kuaterniyon say1 ikililerinin ¢arpim olarak tanimlar:

Q) (nR) = (qr— RQ,Rq+QF) e (19)

Bu gekilde g kuaterniyonu, ¢’ nun eglenigi olmak tizere , £ = ¢+Q e oktonyonunun eglenifini Z = Qe
-]

olarak tanmimlayabilecegimiz aciktir. Simdi, herhangi bir Cayley sayisi z ile onun eglenigi ’in ¢arpimu,
eT=(¢+Qe)(T-Qe) = (@I+EQ+(-Qa+Qq)e
= q3+Q¢ -~ (20)
olur ve kuaterniyonlar icin ¢ = §¢ = |g|® oldugundan,
|z = Zﬂ? =z% =g’ + Q| (21)
=0 ’

olarak yazilabilir. Buradan, iki Cayley sayistmin ¢arpiminin mutlak degerleri, bu iki Cayley sayisinin
mutlak degerlerinin garpimi oldugu kolayca ispatlanabilir(jzy|? = |=|*|y[*). Iki oktonyonun carpim

zy=(g+Qe)(r+Re)=(¢qr~RQ)(¢r~RQ) + (Rq¢+Q7) (Rg+QF) (22)
dir. Kuaterniyonlarin egleniginin dzelliginden,
|zy|* = (qr*RQ)(W QR)+(Rg+QP)@R+rQ) (23

oldugu kolayca goriilebilir.

Diger yandan, - ’
|z iyiz (qq+ QQ)(r7+RE) (@9
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olur. Son iki ifadenin fark: alinirsa, ;

S=zyl* ~ |2 [y* = RerQ +Q7gR-grQR~-RQTY (25)
olur. Simdi, herhangi ¢,Q,r, R gibi d6rt kuaterniyon icin S nin sifir oldugunu géstermeliyiz. Ik olarak
eger R gergel bir kuaterniyon ise (R = Ro+0i+07+0k), " nin sifir olacag: agiktir (kuaterniyonlarin
degigme Ozelligine sahip olmayip, birlegme Ozelligine sahip oldugu hatirlanmaldir). Ote yandan, R
sadece sanal kuaterniyon ise (R =0+ Ri i+ Rej+ R3k) , R=-Rve S=R(grQ+Q7g —(¢gr @+
Q7D R olur. Parantezdeki ifadeler gr @ + Q7§ iki eglenik kuaterniyonun toplamidir. Dolayisiyla,
sonug bir C gercel sayisina egit olur. Buradan,

S=RC~-CR=0 (26)

olur. Eger §', R = a ve R = b i¢in sifir oluyorsa R = a+ b i¢in de sifir olacaktir. Tiim kuaterniyonlar -
bir gergel say: ve sanal kuaterniyonun toplamindan olugtugu icin ve de bunlarin her biri igin S sifir
oldugundan, S her zaman sifir olacaktir. Boylece ispat tamamlanmig olur. Simdi, elde ettigimiz bu
Ozdesligi bilegenleri cinsinden yazarsak

(@42l + . )i+ ) = (R 4+ 2D) 27)

sonucuna variriz. Buradazy = 29421 {1+...+27 97, T = To+21 b1+ +B7 i7 Ve Y = Yo+u G+ Y7 7.
Ayrica z; , z; ve y;'ler cinsinden (9)’da verilmigtir. Bu ulaghifimiz sonug, sekiz tam kare dzdegliginden
bagka bir gey degildir. Buradan bam difer n degerleri icin de n tam kare Ozdeglifi probleminin
¢Sziimi oldugunu diiglinebilirsiniz[5]. Aslinda bu fikir ilk olarak 1844 yilinda cktonyonlar: Hamil-
ton’la yazigmalarinda ortaya atan John T.Graves’e aittir. Fakat bu yazgmalar 1847 yilina kadar
yayimlanmadi ve daha sonra Cayley tarafindan tekrar kegfedildi. Dolayisiyla Graves genel bir teori
olarak n = 2™-yonlar {(n = 2™-ions) ve n = 2™ Ozdeglikleri fikrini diiglindi. Fakat 1896 yilinda
Alman matematik¢i A Hurwits’in ¢aligmalar: bu 8zdegliklerin sadece n = 1,2,4 ve 8 igin varola~
bilecegini gosterdi. Bu dzdeglikleri saglayan say: sistemleri de gercel sayilar R, kompleks sayilar C,
kuaterniyonlar H ve de cktonyanlar O dir. Tam sayilarin, kompleks, kuaterniyon ve oktonyonlar tam-
sayilarma genellegtirilmesi ve bunlarin geometrik yorumu dogal bir sorudur[6]. Gaussian tamsayilari
Zli) = {n+mi|n,m € Z} ve Minkowski tamsayilan Z[{,4,k] = {n+mi+ij+pkin,ml,pe 2} iki
ve ddrt boyutlu polihedronlarin Grgiileri ile ilgilidir. Tam kuaterniyonlarin dért boyutta siki paketleme
ile ilgili olmasina benzer olarak, tam Cayley sayilarida sekiz boyutta kiirelerin siki paketlenmesinden
sorumludur. Kuaterniyonlar ve oktonyanlarin ayricalikhi dzellikleri ve de bunlarin gercek diinya ile
iligkileri dogadaki temel etkilegimleri “slipersimetri” , “sicim teorisi” ve cokboyutlu uzaylar yardimiyla
birlegtiren modern fizik teorilerinde farkedilmigtir. Bu konuya Tiirk bilim adamimiz Feza Glirsey
Snemli katkilarda bulunmugtur(4].
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