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Bu vazida geometri ve kombinator hesabmda geniy uygulama alanmasahip, Helly teoremi ve onun baz:
“uvgulamalarmin tansiimi amaglenmagtr. Eduard Helly'nin zorluk ve serfiven dolu hayatnm kisa 6zetinden
. baslayalm.

204 Eduard Helly'nin kisa Szgecmisi

Eduard Helly, 01.06.1884°de Vivana'da dofdu. Viyana Universitesinde okudu ve Wirtinger'fe Merten’in
dansmanhifmda Fredholm denklemleri ile bagmiili bitirme tezini yazdikian sonra, 1907 ‘de doktoraya
CGettingen'de bagladi. O zamanlar Gettingen Universitesi diinya matematik¢ilerinin Mekkest gibi iinli bir ada
sahip idi. Burada , o, Hilbert, Klein, Minkovski ve Rxmge gml dunjyax,a inki matematxl\;ﬁerdeﬂ ikigene {190 e
1908} boyunca ders aldw

“-Geri déndﬁgﬁnde Universitede bir makam futmaga caba géstermeden, vagamini stirdiirmek igin farkh
bir vol segii. Gimnazyumda ders verdi ve matematikien ¢éziimli problemlieri olan klavuz kitaplan yazdi Bu
arada matematikte yaranmakta olan vepyeni bir alana- Fonksiyonel Analiz’e girisimlerde bulundu ve 1912 de
Hahn-Banach teoremini ispatladi Bu ispat Hahn'm agadr-yukart ayn: ispatindan 135 sene, Banach’m bu teoreme
modern bir gekil vennesinden ise tam 20 sene Snce vapilmista.

I. Diinya savaginm baa}amamyla (1914) Helly sr&uwa almdi Tegmen olarak hizmet verdigi swada, 1915 in
Eylilinde afir gekilde yaralandi Mermi onun akciBerini delersk saglambiZm ciddi bir ,;.ekﬂde tahrip efti ve
hayati boyunca, o, bir daha evvelki saglamlifina kavusamadi. Yaralandiktan sonra Ruslarin esini olarak yillarm
hospitallerde ve Sibirya’nin esir kamplannda gecirdi, Biitiin bunlara ragmen, o, kendisinde 1. Diinya savagmin
1918 de s6n bulmasmi gore bilmek icin glic bulmay: bagardi. Bundan sonra onu serbest buskiilar. Fakat
Rusya’da artik ig savag baglamist ve buradan kurtulug ¢ok zor olacakis. Ve onun 1918 de Rusya’dan aynldiktan
Csonra 1920 de Vyana'da tamamlanacak tehlike ve seriivenlerle dolu olen yolu Japonya, Uzak Dogu, Misir ve
- Orta Dogudan geemigtir. 1921 de Helly kendisi ile egzamank doktora yapmig ve Vyana'dan olan Elise Bloch’la
~evlenir. Ayni yilda o habilitation{doctor of science) tezini savundu ve finiversitede ders vermek ivin hak kazands
1921 de Vyana Universitesine atandi, fakat ficretsiz olarak. Esinin tahminine gére bu profesorierin bir oyunu
idi.(Kismen Helly yahudi oldugu igin ve hem finiversitede kilrslisti olan Hahn onun deha Ustin olacagmi
diglindiifine gére)

Helly, yasamlarini stirdfirmek-i¢in bir bankada ¢caligmaya baglads, fakat bu banka da 1929 da iflas eiti.
Daha sonra, o, kendine bir sigorta sirketinde is buldu, fakat 1938 de burada da iginden oldu. 12 Mart 1938 de
Hitler alman ordusunun bagmda Avusturye’ya girdi ve Naziler yénetime el koydular. Helly de bir coklart gibi,
yahudi oldufu icin iginden atildi ve onun, ailesini daha kéti tehlikelerden korumak igin Awvusturya’dan
kagmaktan bagka yolu kalmadi Helly bu volu gerceklestirerek, muhacir olarak ABD ye sifinds. Helly ve ailesi
icin yagam Birlesik Devletlerde de agir olarak kalmaktaydi. Tk olarsk, o, ¢ok villar dnce Vyanada oldugu gibi
dzel ogretmen olarak is bulmaya. tesebbiis étii ve 1939 da Einstein’in 6zel destegi ile New Jersey de olan
Monmouth Gengler lisesinde galigmava baglady.
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Sonraki yillarda Helly ve esi Chicago’daki “Signal Corps’” da matematikei olarak ¢aligtilar. Helly tekrar
finiversiteye hazirlananlar igin matematikten el kitaplan (Handbooks) yaziyor, egi ise matematik dersi veriyordu.
Cikago’da “Signal Corps”da calishigs swalarda ilk kalp krizi gegirdi. O bu krizi atlatt: ve igler iyiye gediyor gibi
goriilmeye basladi. Bu arada Illinoys Teknoloji Enstitisti’nin Matematik bolim baskanlhgma atanma teklifini
alds. Maalesef, o, bu teklifi degerlendimeye firsat bulamad:. Kisa bir siire sonra, 28 Kasm 1943 yilmda ikinei
kalp krizi sonucu Helly vefat efti.

Helly 1912 de yaymmlanmis makalesinde bir takim snemli sonuglara imza atmistir. Onlardan birincisi
“Helly*nin’ secim prensibi” dir ki, buna gére smrh defigmeli fonksiyonlar dizisi noktada dizgln sl ve
diizgiin smirk degismeli ise, bu  dizisinin smrh degismeli fonksiyona yakinsak olan bir alt dizisi vardir. Bu
makalede olan difer sonuclar sonraki yillarda Helly'ys matematik dinyasinda hak eitifi yiksek makam:
kazan dwmigti. Onun C{a,ﬁ] icin ispatladifi Hahn-Banach teoreminin yardmiyla Rietz’in daha onceler
ispatladiga C [a,b] *de lineer fanksiyoﬂélin genel yapist hakkmdeki meshur teoremi daha bagit ve dogal ispating
bulmugtur. O, ayni zamanda “Ditzgiin smirhlik prensibi’ni ilk defa ortaya atan kisi olarak datarthe gegmistir.

Heilyﬁ:in 1923 yﬂmda “Uber Mengen Konvexer Kérper mif gemeinshaftiches Punkten™ adi altinda
yayimlanan iki sayfabk bir teoremi, Kombinator Hesabi ve Geometride en ¢ok bay vurulan ve ¢ok sayida

uygtlamalar: bulsnan bir teorem haline geldi. “Helly teoremi” diye adlanan bu teoremin, kolay anlagihr olmas
agismdan, basit versivonlarmdan baslayalun.,

2. Helly teoremleri

Teorem i, Dizlemde dort tane konveks kiimeden her figlisiinin ortak noktas: varsa , hepsinin de ortak noktast
vardir.{Ozel durumda Helly teoremi) ‘ ‘

Fpat: Verilen kimeler C), C, C; ve C, obualar ve K, (/=1,2,3,4) bu kimelerin C, digmdaki
tglistinin arakesiti olsun. Teoremin koguluna gére K, ler bos degildir. 4, € K, olmak tizere dori nokta
alalim. Burada ki olanak vardwr. ; C

1y A, noktas: A, .4,, 4, noktalarmm belirledii ticgenin noktasidir. A, 4,, 4, noktalan swasyla

ComConCy =K, 0, nC,mCy=K,, ve O,mC,nC, =K, arakesit noktalan olduklanndan
A

hepsi bu arakesitlerin ortek kiimesi olan C, fin noktalandir. C, konveks oldugundan dolays 4,4, 4; ficgeni

ve sonu¢ olarak onun iginde bulunan A, noktas da €, in elemamdr. Ote yandan

A, e K, = C, nC, NC, oldugundan , A, aymi zamanda C,, C, ve C, @in ortak elemant olmakta, yani

A, € C,nCy NCy U, = Ky ve dort kiimenin arakesiti bog degildir,

2y AA,4,4, konveks bir dértgen olsun. Bu
dorigenin kégegenleri olan [3133] ve [‘ézﬁ‘,] fin

A
o - " 4
arakesiti K = [AIA,-_{](“\ [4,4, ] noktasinin f:ﬂ
e Fs § Ry . s ‘ . a’/ 7
C(i=1,234) kimelerinin hepsinin ortak S - e
noktast olduunu gosterelim. Gergekten 4, ve j,/’/ S
A, noktalarr C; mMC,  konveks kiimesinde % T‘ﬁ / &
, § R
olduklarma gore [;41143 ]C C, Gy Aym | §E, ko
sekilde [AEAAJCC{ ™ C;. O halde onlarm \ /[ \
amkesitrib olan X noktast hem C; ~C, ,hemde o gu/ ;____«—"'”””'waﬁ A
C, N,y fin  elemant olmakta.  Yani -
A
2

Ky =0 nCynCy mCy noktast €, lerin
hepsmin ortak nokiast olacaktw’
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srem 2. Dizlemde 72 tane konveks figiirden her nglusunun ortak noktas: varsa, hepsinin de ortak noktast
vardir {Dlizlem i¢in Helly teoremi) ‘

> Ispati timevarun preusibi ile yapalim. # 2 4 icin Snermenin dorulugiunu varsayalm ve #-+1 tane
et &5 Oy gibi bl tane konveks figir ve bu
C, mC,,, olmak

o Ezezs # tane kiime alalin. Bu figtirler de konvekstir ve son kiimenin bulunmadi: G¢li arakesitler bog degildir.
Fakat Teorem e gore C; mC, N{C, nC

ir igin de dogru oldugunu kanstlayatm. ', Cy,.,C

Qgiﬁﬂerm her dclistinin bog ahnayan arakesiti oldugu verilmig olsun. C,,C,,...C, il

¥ bigimindeki tigli arakesit, Teorem 1%in kosullarmr saglayan

]

déitl Kumenm arakesiti oidugundan hog degildir. O halde varsayima géie, _
Wkl

=GNy nunCy (C, N M} QlﬂCq oG dbn*i—ﬂC
=l
~kitmesi bog degildir,

Teorem 3. 1 boyutlu uzayda 72 tane (7= #-+1) konveks kiimenin her s+ 1 tanesinin arakesiti bos

e onlarm thimiiniin arakesiti de bos degildir. (72 boyuths Helly teoremi)

. iy e ) N - P s ¥ . .
zat: Timevarmn prensibini kullanalm. Konveks kiimeler C,,C,,..,;C,{C, € R"} olsun. Teoremin

tosullannda bunlann her 77 tanesinin arakesitinin bos olmadifni varsayarak(timevarim) hepsinin ortak noktaya
s *a«%m olduklarmi gdsterelim. Bu kiimelerin ' harig geri kalan, 77 tanesinin arakesiti O, olsun. X, € 0,

£

= (}»zw. s Xy ) alalm. k= 1 m+l ve a, € R lerigin a@gxdakx Emmcgeﬁ smtemxyazahm

X H Xy + +an+}xn+l,1 =0
alxw +a, .5:'27 oot +1'xn+l,2‘:‘0
Nnemasnsinomrvessnmes saysas ‘ {1}
O Xy + X, F o X, =0
a +a, +.. =0

‘ mde 02 {18 CO deglgl\eniermm sayisi 72+1, denklem sayis m+1" den fazia olduguna gore

n+1

her zaman sifirdan farkly ¢éziimiy vardw. Ba gszumierden birisi (&,,8,,....8,,,) ve bu céziimiln

- olmayan koordinatlart a, ,(Jg a*,s, gtekiler ise Cé fi 55“}? olsun.. O halde (1) ‘in son
den
: A, =7 +a, +...+Zf,s =—(&, +3, +.+3,)=—4_ ’ )
{3} sisteminin ilk »¢ denklemini de vektor bigiminde
G X, A, +an+1 =0 {3

; L
s buradan -
AT X 4T % =—(F % AT X AT, X

\ Aggsxgz Fotd, X, (a‘é.lxhﬁ—ahxh Foobd, X, ) ; @

— : . —_
~ (k=Ls)ve §, = -;-4—-1“‘- (% =1, yalrsak, (2) ve (4)’¢ gbre

e l‘:rﬁf

i
i

yazabiliiz. &, =

»~:§§:a1le+‘--*@;-§:,513?3{'*"‘---“1”,5;33,,;53;: Gﬁk>0 ?ﬁk_l {;+$ n+ly (5
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oldugunu tespit ederiz. (§)" a gbre: X; noktasy A R nokialarint iceren en kiigiik konveks kiimevye,

{x;l 3 Xy peen Xy } ‘in konveks Srtitsi Ce‘ile I TN }ane ait ve ayni mmda Xg € Cﬂ{xh - FR },
wirl

Ve Xy ‘ngl .. C, . Bunedenle x; € ﬁff}( clacaki.
=l

yani x; € O, (‘\...r"\(f}:

&, Y
3. Helly tecreminin ban uyzulamalars

‘Problem 1. Diiziemde her siglisini, yarpapt 1 olan daire ile Srtmek miimkiin olan 1 tane M My, M,

(2 2 3) noktalar: verilmigtir: Bu noktalarm Himiing Orten birin dairenin olduguns ispatlayme.

fspat: A merkezli birim dairenin MM, M, nokialanms icermesi (Brimesi) igin, merkezleri
MM M, de olan birim dairelerin A4 noktasmi igermesi hem gerekli hem de yeterlidir. O halde bu
problem agafidaki gibi ifade edilebilinir, ;

“Diizlemde merkezier A4, E,JMQ;...JJ; de olan bitim dairelerin ficer-liger arakesitleri bos deBilse, onlarin
hepsinin arakesitinin boy olmadiging gésteriniz.” Bu ise Helly teoreminden bagka bir gey degildir. Daireleri
Dy, Dy, D, olarak igaretlersek, Dy Dy, =& vebhee M € D, D, mo.m D, merkezli

birim ) dairesi, M M ;... M, noktalarinm hepsini igerecektir.

Problem 2. (TUBITAK BAYG Problem Semineri 96/6, Problem 3) 7> 2 almak tizere, dizlemde n tane Jarkis

MM, M, nobtclars verilmiy olsun. Bu noktalarm ikiser- ikiser birbirinden olan uzakiilarmm en

; 3 »
Biiyligiing D, en kitgigine ised divelim Bu durumda D> --d(& = 1) olduguni gdsteriniz
2

Bz,
=

Bu noktalarm her birini merkez alarak, » tane —_;)——D varicapls daireler gizelini. Bu: dairelerin her dclistinin en

‘azimndan bir kesigme noktas: vardw. Helly teoreémine gore bu dairelerin hepsinin en az bir oriak noktas: olacaktsr.

Bu ortak nokta merkez almarak gizilen ~—3~B yaricanly O dadresi 7 tane noktanmn fiminG Srtecekti. » tane

noktanim her birini merkez alarak :— yarigaplt daireler ¢izelim: Bu dairelerin birbirlerini Srtmezler ve alanlan

‘Jg e

7 o
toplami 3’?72:(3-}.3 dir. —— 1} +~.-_)— yaricaph ve merkezi O dairest merkezi ile gakisik olan bir dairé ise bu

3 2
. L . 3 d. 4 d 3 d
dairelerin hepsini Srtecektic. Buna gore de, 72‘(-—3;——@ +-—2~*}“ p ??ﬁf(j:}g Ve wf_i')‘-?«;} «,j;'*; ﬁ ve
: . Z P

3 2
5

B
buradan D> >=d(fn—1) elde edilir
. . @

Problem 3. 72> 2 olmak lizere, weayda ntane MM, M farkl noltalars verilmis olsun, Bu noktalarm

ikiger- ikiger birbirinden olan wzakltdlarmm en biyigine D en kigigine ise o digelim. Bu durumda
N2 idn T ‘
D> —=d@n—1) oldugune gosteriniz.

Na
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Cozitm. Her ikilisi arasinda mesafe D olan dort noktadan (ditzgtin dortyiizlimiin tepelerinden) gegen sferanin

N NE D3

varigapt & = oldugundan, merkezleri verilen noktalarda ve yaricaplart R =
242 242

er-ddrder arakesitleri bog elmayacaktir. O halde ti¢ boyutlu Helly tecremine gore bu kiirelerin hepsinin en
D43

242

noktalarinin hepsini- ortecektir. . Merkezleri M (£ =1,1) noktalarinda ve yarigaplari 5 olan kiireler biri-

olan kiirelerin

azmdan oriak bir M noktas: var. O halde merkezi M de ve yaricapr R = olan kiire M|, M., M,

o L d\  wnmd’ . )
birini Srimezler ve toplam hacimleri ngﬂ' ——i = c olacaktir. Ote yandan merkezi M de ve yarigapt
AN - .
— 3
Dy3 d e 4 D3 d | nmd
+=-+-— olan bir kiire bu kigiik kiirelerin hepsini icerdiginden —7 +— > ve ya
242 2 30242 2 6
- d-\,@» _ ‘ - ' k
D> === (/n=1) oldugu elde edilir,
\13

Helty teoreminin bir sonraki uygulamasmi séylememiz igin bazi yardimer Snermelere ihtiyacimiz var.

Onerme 1. Cember izerinde her noktadan diizgiin
kirisler liggeninin tepesine kadar olan biiyiik mesafe
kiigik mesafelerin toplanuna esittir.

Ispat. Sekil 2 * ye gore
e }) ) {\6)
oldugunu gisterelim.

\BD,|=x,|4D\| =y [AH]L[AD] cizdikien

I
I
sonra

z=y+2xc0860°= y+x oldugu acik.
¥ y

Sekil 2.

Onerme 2. Bir agist 120° olan tiggende kiigiik kenarlarin X, y uzunluklari ve biiyiik kenarin
uzuniugu arasinda

2 .
X+y<—a (7N
3 .
bagintist vardir.
i PRBRRS W ‘ § s . 2& :
ispat Unerme 1’e gbre X +y =12 ve z < 2R =—— oldugundan, x+ y < —— olur. Burada R, kenar
3 g 5

uzunlugu @ olan eskenar liggenin gevrel gemberinin yarigapidir.



parcast li¢ noktada kesisiyor ise, dizlemde tvie

s,
GO
7

A
it

igme noktalar: O, Dy B olsun. O halde CDE liggeni icerisinde bir A nokiasi var ki, bu noktadan

togen kenarlary 120° i agt altinda goriinmektedir. 47°in aranan nokta ta oldugunu gésterelim. Onerme 2've gore,

o

Sonug olars f imalkia (8) “in ikinci esitsizligi E\amm‘a‘m;;{ ldi. Otelt

ikler ¢

“% . . N
Problem 4. Dizlemde 7 tane z/i ,B ip arindan her tiglisti farkis iig nokeada kesisi ise, bu diiziemde
k4 siyor
twim {4, B, | pargalan icin N
2 . e .
x/*,,/} g[%fB i mujk,}f( b k=Ln 9
+/ .

esitsizliller sistemini saflayan bir M noktas: vardir,
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. \ 2 ; .
fspat: Diizlemde lAkX}‘ﬂXBkIS—-*iAkBk' esitsizligini saglayan X € R? noktalar, odak noktalar
3

=

2 .
A, B, blyik capt */_?tAkBk] olan bir elipsin noktasidir. Onerme 3’ e gore problemin kosullarmda bu
A2

v

rinden keyfi ti¢ tanesinin ortak noktasi var. O halde Helly tecremine gore bunlarm hepsinin de ortak bir M

: var ki, bu nokta her & = 1, # igin (3) esitsizligini saglayacaktir,

Bu yaziyt Helly teoremi ile baglanuil: agagidaki problemlerle sonlandiralim.

Problem 5. Uzayda » tane 1,5,5,...,— yanigaph kireler verilmis ve dyle bir dizlem var ki, kiirelerin bu
. 4 n

em Gzerindeki izdistmlerinin her t¢liisii ortak noktaya sahiptir. Bu kiirelerin hepsini ayni anda kesen bir
1 oiduZunu gdsteriniz ve bu kiirelerin hepsini igine alan en kiigiik yarigaph silindiri bulunuz.

fem 6. n boyutlu Oklit uzaymda 5 > 1 olmak tzere § tane M, M,,..., M noktalart veriliyor. Bu

sokealann ikiser-ikiser bir-birinde olan uzakliklarmmn en kiigiigiit o, en bityigi I ise

p>d | ey
Y 2nm

ispatiaymniz.
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..MATE(RO)MA(N) TIK...

MATEMATIK

Matematik bir umman, u¢suz bucaksiz deniz.

Sayilar nerde baglar, nerde biter bilmeyiz.
Bir dmrii dolu dolu yasasak da onunla,

Noktay: biraz geger, ¢izgiye gelemeyiz.

T, e

Dairenin gizemi bilinir ki () dedir.
Daireyi kareye gevirmezse () nedir?
Birisi bir gﬁn ¢ikip, belki gbyle diyecek:
Matematigin sirrt ne () de, ne (&) dedir.

FERMAT

a, b, c tamsayiysa a® ile b° {in
Toplamin: ¢° e egitlemek ne miimkiin
On yedinci ylizyilda kendisi ¢ozmilg miiydii?

Fermat’in teoremi hala ortada bugiin.

27

(an) = a, ACI/3="

Limite epsilonla yaklagtik gelemedik.
Sifirt anladik da, sonsuzu bilemedik.
Bir aqiy1 ikiye, dérde, sekize boldiik,

Pergel ve cetvelle ii¢ ege bolemedik.

2,3,5,...,19,...1999, ...

Bunlar nas:l sayilar; her biri birer sorun,
Bugiin formiil ¢tkmads belki bulurlar yarn (1)
Hangi tek say: asal, hangi tek say: degil,
Yoksa, kurali yok mu bu garip sayilarin.

(Bu dﬁrﬁdkler, matematik dgretment Mustafa

Téngemen tarafinden hazrlonan PROBLEM
PROBLEMLER adl kitapeskian uyarlenmagtir.)




