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Black and blue

And who knows which is which and who is who

Up and Down

And in the end it's only round and round and round

Pk Floyd, ”The Dark Side of the Moon” albémiinden

1. Girig

Birgok bilimsel icatlarin ilging tarihcelere sahip olduklar bilinmektedir (Argimet’in banyo ya-
parken suyun kaldirma ilkesini bulmasi, Newton’un bagina elma diigmesi ile yercekimi kanununu or-
taya ¢ikarmasi, Kepler'in, garap figilarmin hacminin hesaplanmas: icin integrali icat etmesi v.s. gibi):
Biz bu tarihgelerin gercekleri ne kadar yansittigimi bilmiyoruz, sadece analizin en Snemli sonuclarindan
olan ”Ara Deger Teorimi”nin, aragtirip sizlere sundugumuz asagidaki Sykiisiiniin ylzde yiiz ger¢ek
oldugunu sGyleyebiliriz! Tarihi gerceklerin ortaya ¢ikarlmasinda bize yardimer olan Dokuz Eylil
Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii aragtirma gorevlisi Engin Mermut’a tegekkiir
ederiz.

2. Karadeniz’den Fransa’va

Y11 1801... Reklamlardan etkilenen Temel ve Idris kardegler, ekmekiistii margarini ¢ok seviyorlardi.
Fakat anneleri Fadime hanumin, {izerine margarin siirmiig oldugu kocaman Trabzon ekmegi dilimini
bir tirlii paylagamiyorlardi. Ciinkii ekmegi bicakla tam yariya boldiiklerinde, birine daha az margarin
geliyordu. Margarin kisimlar: tam egit olacak gekilde bsldiiklerinde de, ekmek kismi esit olmuyordu.
Babalar: Dursun Bey ”Bu problemi bir matematikciye soralim” dedi. Fadime hanim, ”Sorarsan sor”
dedi, ” Matematikgilerin sGyledikleri hep dogru cikar, ama bu dogrular kimsenin isine yaramaz.” Dur-
sun Bey, anasi ve babasi ile birlikte Ben de Niz'e! sattig1 Diinya’nin? parast ile Fransa’nin yolunu
tuttu. Hava limaninda bir taraftan ”Paris, Paris! Hemen kalkiyoruz” diye yolcu arayan, difer taraftan
da elindeki ¢ift ekmekten yapilmig sandvici bir an 6nce bitirmeye calisan g6zliiklii birisi dikkatini
cekti. Sandvigini kimseyle paylagmadig: icin bir problem yagamayan gozliiklii muavin Dursun Bey’i
?Engin&Engin&Rough” sirketinin zaman makinesine gotiirdii. Makinenin arkasinda ” Allahim, ben
niye mutlu olmadim!”, ”Bir sana, bir de sabah uykusuna doyamadim” gibi kamyon edebiyati incileri
yazilmigti. Iceriye girince makinenin éniinde ”Bana baba diyebilirsiniz, hatta babalarin babas da
diyebilirsiniz, bunlar da benim evlatlarim sayihr” yazisim ve yazinin da altinda Siileyman Demirel’in,
Mislim Giirses’in ve Orhan Gencebay’in resimlerini gordi. Bu arada gOriintiild telefonla gbriigen
gofdr Engin Baba, gériigmesini bitirdikten sonra ”Patron arads, bir saat sonra Giilbahce’de olmam
gerekiyor. Paris’e ugrayip hemen donelim” dedi. Sonra yolculara iyi yolculuklar, bol ganslar ve bol
ttimleyenler® dileyerek makineyi caligtirdi. Dursun Bey yolculuk sirasinda, Tiirkiye’den dénen Franss,

1{¥nlii Sarkici Ben Deniz’in atalarindan. .

2fik elden edindigimiz bilgilere gbre bu yakinlarda diinyanin ana ve babasi 200 senelik bir aradan sonra yeniden el
degistirmigtir.

3Modiil Teorisinde bir terimdir: ingilizcesi: amply supplements.
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heyetiyle tanigti. Bunlar Fransa’nmin Osmanli Devleti’ne olan bor¢larinin ertelenmesi ve kapiitalasyon
uygulamasinin bir az daha uzatilmas: icin Osmanh padigahma ricada bulunmak igin Tiirkiye'ye
gelmiglerdi ve padigahtan olumlu sinyaller aldiklar icin ¢ok mutlu gdriiniiyorlardi. Fransa’ya gelince
hemen Dursun Bey’i en inlii matematikgilerinden Bolzano’ya gdtiirdiiler. Bolzano’nun manastirdaki
yazihanesine girince duvardaki bir yazi Dursun Bey’in dikkatini ¢ekti: ”Tanrimmin verdifinin begte
birini bana ver, tanr: da bana verdiginin iki mislini sana versin.” Dursun Bey kisa bir hesaptan sonra
” Amma da uyanik, tanriin verdiginden %25 komisyon istiyor?” diye diigiindii ve durumu Bolzano’ys
anlatti. O da problemin matematik dilinde yorumunu yapti:

Problem 1. (Ekmekisti Margarin Problemi) Diizlem {izerinde verilen iki sinirh bdlgenin her
birinin alanini tam yariya boélen bir dogru bulunur mu?

Dursun Bey bundan bir gey anlamads; sadece icinde: ”Bu problem yorumla ¢8ziilebilseydi Mustafa
abi’ye® gdtiiriirdiim: kendisi miizikte ve evlilik konusunda cok glizel yorumlar yapar” dedi.

Bolzano 6nce daha basit bir problemi ¢ézmeye karar verdi:

Problem 2. Diizlem fizerinde verilen simirh bir bélgenin alanimi tam yariya bélen bir dogru bu-
lunur mu?

Bunu Dursun Bey’e sordu:
- Sadece ekmek dilimi olsayd: ne yapardiniz?

- Bundan kolay ne var ki?! Bigag: ekmek dilimi {izerinde yavag yavag kaydiririz, ekmek tam yariya
boliind{igii anda keseriz.

Bundan sonra Dursun Bey Trabzon’a déndii. Bolzano da onun bu fikrini genellegtirerek agagidaki
teoremi verdi.

Teorem 1. (Ara Deger Teoreniz') Bir stirekli fonksiyon aldig: iki deger arasindaki tiim degerleri
alir.

Bagka bir deyigle, f(z) fonksiyonu [, b] araliginda siirekli ise, f{a) ile f(b) arasndaki her ¢ say1st
i¢in f(zo) = c olacak gekilde en az bir zo € [a, 4] bulunur.

Stirekli fonksiyon kavraminin ciddi tanimi ve bu teoremin kaniti analiz kitaplarinda bulunur
(6rnegin, [1], [2]), biz sadece teoremin (kamtin degil) grafik fizerinde aciklamasini veriyoruz. Geng
okurlanimiza Ara Deger Teoremi’nin kitaplardaki ispatim incelemelerini tavsiye ediyoruz. Siirekli
fonksiyon, kabaca, degigkenin ¢ok az bir degigiminde, ¢ok az depigen fonksiyondur; grafigi, kalemi
kagittan ayirmadan ¢izilebilir bir fonksiyon olarak diigiiniilebilir (gerci bircok stirekli fonksiyonlarin
grafigini ¢izmek bile imkansizdir, ama gimdilik bu konuya girmeyelim).

Asagidaki (Sekil 1) her iki grafikten de gériildiigii gibi (a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarindan biri y = ¢
dogrusunun alt tarafinda, digeri de tst tarafinda bulundugundan bu noktalar birlegtiren egri (y =
f(z) fonksiyonunun grafigi) y = ¢ dogrusunu bir (2o, f(zo)) = (2o, ¢) noktasinda kesecek ve bdylece
f(zo) = colacaktir.

“Neden %20 degil de %25 oldugunu diiginiin!
5Unli tiirkiicli Mustafa Topaloglunun atalarindan.
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Sekil 1
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Froblem 2’ye gelince, alami A olan sinirh bélgeyl zy diizlemine yerlegtirelim. Bolge 2 = a ve
b dogrulan arasinda kalacak sekilde, a ve b sayilarim alalim. Her d € [a, 8] icin bolgenin z = d

undan solda kalan kisminm alanim f(d) ile gdsterelim. O halde f(z) siirekli bir fonksiyon
kur (biz, bélgenin sinirlarimin diizgiin oldugunu kabul edecegiz, gerci ”diizglin® kelimesinin de
rammlanmasi gerekmektedir®).
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Sekil 2de f(z) taralt alam gdstermektedir. f(a) = 0 ve f(b) = A oldugundan, 0 < é < A i¢in
'Tzé olacak gekilde bir x5 € (g, b) bulunur. Béylece z = zo dogrusu bdlgenin alanm tam variya
=Cektir.

Froblem 2’de koordinat sistemini istedigimiz sekilde secebilecefimiz icin agagidaki Gnermenin
ru oldugunu sbyleyebiliriz.

Onerme. Diizlem {izerinde bir blge ve bir | dogrusu verilmigse, bdlgenin alanin yariya bolen ve
paralel clan bir I; dogrusu bulunur.

Simdi Problem 1’e donelim. Diizlem {izerinde P ve @ bolgeleri verilmig olsun. Bir a§ vektorii
lalim. @ vektSriine paralel olan ve P’nin alammi tam variya bolen bir Ip dogrusu bulunur. @
zesinin o dogrusundan soldaki (@8 vektdrii yoniinde baktigimzda) kisminin alami Ag olsun. @3
dnil ¢ agis1 kadar saat yoniine ters yonde déndiirerek elde ettigimiz vektdrii a2 ile gosterelim.
in alammi tam yariya bolen ve &3’ vektoriine paralel olan bir I, dogrusu bulunacak. @ bélgesinin
grusundan solda kalan kisminin (Sekil 3’deki tarali bilgenin) alamni A, ile gbsterelim.

Simdi her a € [0,7] igin f(a) = A, olarak tanimlanarak elde edilen f fonksiyonunun, o agisinin
< bir degigimi durumunda az bir degigime ugrayacagin: goriirfiz, yani f siirekli bir fonksiyon-
. {7 bolgesinin alan: A ise, f(r), @ bélgesinin tarall olmayan kisminin alanina egit olacak, yani

= A4 — Ap’dir. O halde 44 < é <A— Ay veya A— Ay < é < Ap olacak ve Ara Deger Teore-
den flog) = % saglanacak gekilde bir e € [0, 7] bulunacak. Bu da Iy, dogrusunun @ bdlgesinin
101 tam yariya bolecegi anlamina gelir.

iﬁmegin stirekli kapali bir efiri dlizgiin sayilabilir
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2. Sabit Nokta Teoremi, Derecesi Tek Olan Polinomlar ve Bagka Uygulamalar

Tanim. f : A — A bir fonksiyon olsun. Bir @ € A igin f(a) = a ise, a’ya [ fonksiyonunun
sabit noktas: denir. Bazi A kiimeleri ve f fonksiyonlar icin en az bir sabit noktanmn var olmasi
gosterilebilir, bu da matematikte bir¢ok problemin ¢éziimiinde rol oynuyor. B&yle durumlardan biri
agagids verilmigtir.

Teorem 2 (Sabit Nokio Teoremi). Her a < b sayilari igin her stirekli f : [a,8] — [a,b] fonksi-
yonunun en az bir sabit noktas: bulunur. '

Kamit. f(z) sirekli oldugundan g(z) = f(z) — = seklinde tammlanan g : [a,5] - R fonksiyonu
da siireklidir. a < f(a) < bve a < f(b) < b oldugundan, g(a) = f(a) —a > 0 ve g(b) = HOEE B
dir. Ara Deger Teoreminden g(zo) = 0 olacak sekilde bir 2o € [a,b] bulunur. O halde f (2o} = mg dur,
yani zy bir sabit noktadir.

Not 1. (a,b) acik araliklars icin Sabit Nokta Teoremi gecerli degildir. Ornegin f(z) = % geklinde
tanimlanan sirekli f : (0,1) -+ (0,1) fonksiyonunun sabit noktasi bulunmamaktadir, ¢linkd her
€ (0,1) icin £ # o dir.

Not 2. Sabit Nokta Teorami kapal: daire, kiire ve genellikle B de (n— 1) boyuth kapali kiire
icin de dogrudur, fakat bunlar igin bilinen kamtlar cebirsel topoloji bilgilerine dayanmaktadir.

Ara Deger Teoreminin bir bagka uygulamasi da gercel katsayil tek dereceden polinomlarla ilgilidir.

Teorem 3. Katsayilar gercel sevnilar olan ve derecesi tek olan her polinomun en az bir gergel
kokii bulunur.

Kanit. p(z) = 6,27 + 61271 + ... + go, 1 tek bir pozitif tamsay1 ve tim a’ler (i =1,2,..,n)
gercel sayilar olsun. a, > 0 oldugunu varsayalim (a, < O durumu benzer sekilde incelenir). . z
degigkeni co’a giderken, 2™ sayis1 2", ...,z e gore ¢ok daha hizhi biiylidiigiinden, yeterince bilyiik
bir b sayst icin p(b) sayist a,z" ile aym igarete sahip olacak, yani p(B) > 0 olacaktir. Aym gekilde,

n tek say: oldugundan yeterince kiiglik (mutlak degerce biiyiik) bir a says: igin p(a) < 0 olacak. O
halde Ara Deger Teoreminden p(zo) = 0 olacak gekilde bir 2o € (g,b) bulunacak, yani o sayst »(z) )
polinomunun bir kékiidiir. ~

Simdi Ara Deger Teoreminin bagka bir geometri problemine uygulamasini verelim.
Tanum. Diizlem fizerinde verilen bir @ bolgesi bir P ¢okgeninin igerisinde ise ve P gokgeniriin

tiim kenarlarinin Q bolgesi ile en az bir ortak noktas: bulunuyorsa, P cokgenine ¢ bdlgesinin gevrel
cokgeni diyecegiz (gekil 4)
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Problem 3. Diizlem iizerindeki her bolgenin bir ¢evrel karesi bulunur mu?

C8ziim. Bir 83 vektori alalim. Oteleme yardimiyla @8 vektdriine paralel olan, Q bBlgesi ile ortak
noktalan bulunan ve @ bolgesini aralarina alan iki Iy ve mo dogrularini bulabiliriz (sekil 5)
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Avm gekilde @3 vektdriine dik olan, @ ile ortak noktalar: bulunan ve Q bdlgesini aralarma alan
i &y ve ng dogrular bulunur. Boylece @ bolgesinin bir gevrel AgBoCoDy dikdortgeni bulunur.
sblem 'in ¢dziimiindeki gibi @3 vektdriinii o agist kadar déndiirerek elde ettigimiz vektorii @y ile
sterelim. @ yerine G aldigimizda elde ettigimiz cevrel dikddrtgeni Ay By CyDy, ile gdsterelim. Her
2 £ 0,3 icin f(@) = |4aBa| — |BaCal alarak siirekli bir f : [0,%] — R fonksiyonu elde ederiz.
Az = By; Bz = Cp; Cz = Dy oldugundan f(%) = |BoCo| — |CoDo| = —£(0) elde ederiz. Dolayisiyla

. F(3) £0 < F(0) yada f(0) <0 < f(§)dir. O halde Ara Deger Teoreminden f(ag) = 0 ola-
» ekilde bir ap € [0, §] bulunur. Bu dummda |Aag Bagl = |BapCag| Oldugu ortaya gikar. Yani
#£0: 840,000 Doy dlkdortgem ) bolgesinin bir cevrel karesi olur.

. V. TUBITAK Matematik Olimpiyad: birinci agama sinavinda (1997) ¢ikmig olan agag1dak1 soru-
un ¢Ozlimiinde Ara Deger Teoremi kullanilmaktadir:

Soru. 2% — 7z + 1 = 0 denkleminin varsa, pozitif kdklerinin (¢arpma iglemine gore) terslerinin
toplamim S ile gOsterirsek, agagidakilerden hangisi dogrudur?

o A) 2 <S<T7 B)7<S<¥ (C)S=7 D)Denklemin pogzitif kokii yoktur.  E)Hicbiri

Coziim. Vieta Teoreminden kdklerin carpimm -1, toplamu 0 oldugundan, varss iki pozitif, bir
negatif kok bulunur. p(z) = 2° — 7z + 1 polinomu i¢in p(0) > 0, p(1) < 0; @{3) > & p(-3) < 0,
p{—2} > 0 oldugundan Ara Deger Teoreminden dolay: (0,1); (1,3); (—3,-2) amhxmz’méa birer k&k
bulunur. Kokleri 1 < 29 < z3 ile gbsterirsek,
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elde ederiz. 21 < —2 oldugundan, 7 < 7 — ;11- < % elde edilir. Cevap B gikkdir.

4. Ekmekiistii Margarin Probleminin Son Coziimii

Dursun Bey Fransa’dan gelen ¢Gziime ilk &nce sevindiyse de, Fadime hammin hakl oldugunu
anladi, ¢linkii sadece ¢Ozlimiin varligi kanitlanmigt:, ¢dziimiin nasil bulunacag: ise gésterilmiyordu.
Dursun Bey ve g¢ocuklar, lizerine margarin siiriilmiis olan ekmek dilimini alip, Nasreddin Hocaya
giderek durumu anlatti. Hoca herkesin hakl oldugunu belirttikten sonra bigag: Temel’e verip ekmegi
iki egit parcaya bélmesini istedi. Sonra Idris'ten bu parcalardan birisini se¢mesini istedi. Diger parcay:
da Temel’e verdi. Boyle olunca Temel dagitimdan memnun kalmadigini sdyleyemedi, ciinkii secimi
kendisi yapmigti. Boylece kardeglerin uzun siiren (ekmek) kavgasi sona ermig oldu.

5. Abistirmalar

1. Problem V’in ¢8zlimiindeki P ve Q bolgeleri paralelkenar seklinde ise, I, dogrusu hakkinda ne
sOylenebilir?

2. Cember iizerinde bulunan ve ¢emberin merkezine gre birbirine simetrik olan iki noktaya
karss noktalar diyelim. - Her an diinya ekvatoru iizerinde, sicakliklarin ayn: oldugu iki kars: nokta
bulundugunu gosteriniz.

3. Diizlem {izerindeki bir bolgeyi, alanlan birbirine egit dort parcaya ayiran ve birbirine dik olan
iki dogru bulundugunu gdsteriniz.

(fpucu: Bblgenin alanim yariya bolen bir 1 dogrusu ve buna dik olup béliinmiig alanlardan birini
yartya bélen m dogrusu alarak, Problem 1’in ¢8ziimiindeki gibi dogrular 7 agist kadar déndiirtiniiz).

4. Diizlem tizerindeki: bir bolgenin hem alammni, hem de gevresini yariya bélen bir dogru bu-
lundugunu gbsteriniz.

5. Diiz olmayan bir zemin {izerindeki dort ayakli tabure dondiiriilerek tiim ayaklarmnin yere
oturmas: saglanabilir. Kamtlaymmz. (Bunu mutfaktaki tabureniz {izerinde deneyebilirsiniz).

6. R gergel sayilar kiimesi olmak {izere siirekli bir f : R — R fonksiyonui¢in f(z) = 2 denkleminin
¢Oziimill yoksa f(f(z)) = z denkleminin de ¢Bziimiiniin bulunmadigini gosteriniz.

(Ipucu: g(z) = f(z) — 2 fonksiyonuna Ara Deger Teoremini uygulaymiz.)

7. D = {(z,y) € R?[z® + y* < 1} agk dairesi i¢in Sabit Nokta Teoreminin gecerli olmadigin,
yani her z € D i¢in f(x) # =z olacak gekilde siirekli bir f : D — D fonksiyonunun bulundugunu
gosteriniz.

8. Diizlem tizerindeki her bolgenin; dar acis1 30° olan egkenar dértgenden olugan bir ¢evrel cokgeni
bulundugunu gosteriniz.
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