12 Matematik Diinyasi-C:11-5:2-2002

YOGUN KUMELERE ILISKIN BIR NOT

- Nurettin Ergun-Cavit Hafizoglu :
Istanbul Universitesi, Matematik Boliimii, ISTANBUL

Usta Alman Matematikci Dirichlet’ in 1820’ lerde gozlemledigi gu yalin ama 6nemli gercek daha 6nce
bu dergide yayimlanan iki yaz1da ele alimmigts, bkz[ 1,[2]. zo gergel sayisi herhangi bir irrasyonel say:
“olsun. Bu takdirde ‘
Agg ={kzo+m:k,me Z}

alt klimesi, tim gergel sayilar kiimesinde yogundur, bagka bir deyisle herhangi iki z,y gergel sayis:
verildiginde bu kiimenin en az bir (ve aslinda sonsuz sayida) eleman: ¢ ile y arasinda yer ahr Bu
kisa yazida, o herhangi bir irrasyonel say: olmak {izere, daha 6zel bir kiime olan

B, ={nze+k:neNkeZ}

alt kiimesinin (ve ayrica Cpy = {—nzo + k:n € N,k € Z} kiimesinin de) yogun olma niteligini haiz
oldugunu glsterecegiz. Bu yaziy1 saglikli bigimde kavrayabilmek icin yukarida s6zili edilen yazilar
okumug olmak kesinlikle gerekmemektedir. Iyi bilindigi gibi 0,1,-1,2,-2,... &zel rasyonel sayilarmna tam
rasyonel sayilar yada kisaca tam sayilar denir, onlarin kiimesi Z igareti ile tiim pozitif tam sayilarin
kiimesi ise NV ile gOsterilip elemanlarina kisaca dogal sayilar denir. Yine iyi bilindigi gibi, herhangi
bir z gercel saysinin [z] igareti ile gOsterilen tam kismi, z den biiylik olmayan tiim tam sayilarin en
bliyligiidiir, Her gercel sayidan biiyiik olan en az bir dogal saymin varh§ini glivence altina alan {inlii
“Arsimed ilkesi (bu ashinda kamtlanabilen bir Snermedir ama, gercel sayilann aksiyomatik, saglikh
ve uzunca siiren bir ingasinin sonunda kanitlanabilen bir bilgidir ve bu uzun siiren ingay: degil lise,
iniversite yillarinda bile eksiksiz ve geregi gibi ayrintilanyla yapmay: gbze alamayanlar tipk: bu yazida
bizim gimdi yaptigimiz gibi bu olaganiistii bilgiyi, kestirmeden tepeden inme bir ilke olarak séyleyip
geciverirler.), evet bu {inlii ilke geregi, herhangi bir z gercel sayisi icin —z < n ve dolayisiyla —n < 2
gergekleyen bir n dogal sayisimin varligim cikarnug oluruz. Elbette n dogal sayisindan biiyiik olan

tlim & dogal sayilari icin —k < z yani ~k € (—o0,z] N Z gecerli olur. Demek ki her z gercel says: icin
{—o0, ] araligmda bulunan tam sayilarin kiimesi bog degildir ve tistelik sonsuz elemanhdir. I§te bos
olmayan bu (—o0, 2] N Z kiimesinin z gercel says: ile listten sinirlandigini yani her k € ((—oo, 2] N Z)
igin k < z gerceklestigini gdzlemek gli¢ degildir. Gerek, dogal sayilarin bog olmayan her alt kiimesinin
bir en kii¢lik elemaninin var oldugunu sOyleyen &nerme, gerek tam sayilarin bog olmayan ve iistten
simirh her alt kiimesinin bir en biiyiik elemanimin var oldugunu sdyleyen énerme egdegerdirler ve {inlii
Tiimevarim {lkesi yardimyla kolayca kanitlanabilirler. Iste bu nedenledir ki (—oo , 2]NZ kiimesinin
~ en biiylik elemani, elbette bu kiimeye aittir ve [z] igareti ile gisterilen bu tam sayi, dolaysiyla hem
[l <z ve hem de = < [z] + 1 egitsizliklerini gercekler.[z] + 1 tam sayisinin (—co,z] N Z kiimesine ait
olmayacag apaciktir, aksi halde [z] + 1 tam sayisinin, bog olmayan bu kiimeye ait olup; bu kiimenin
en bilyilik elemanindan biiylik olmayacag: icin [2] + 1 < [z] gibi kesinkes olanaksiz bir sonucla kars
kargiya kahirdik. Demek ki her o gercel sayismin tam kismu [#] < 2 < [z] + 1 gergekler. O halde
¥z € Ricin 0 < 2 — [z] < 1 buluruz. Iste negatif olmayan bu sayiya z in ondahk kismu denir
ve genellikle (z) igareti gosterilir. Demek ki z = [z] + (z) ve 0 < (z) < 1 bilgileri her z gercel
sayist icin gecerlidir. Sunu gozlemek de kolaydir: z‘in irrasyonel olabilmesi icin gerek ve yeter kogul
onun ondalik kisminin irrasyonel olmasidir. Sunlari da kolayca gbzleriz: &k herhangi bir tam say1 ve
0<e<liselk+¢]=kvedolayisiyla (k+¢) =k+¢e— [k+¢] = e = (¢) bulunur. O halde yine
kolayca, her z € R, ve her k € Z icin (z F k) = (z) ve (kz) = (k(z)) temel ve Snemli egitliklerini
gozlemek gli¢ degildir, Srnegin ikincisi icin kz = kz] + k(z) gerceklendigi ve k[z] in bir tam say:
oldugunu gdzlemek yeterli olacaktir. Ustelik herhangi bir k tam sayist verildiginde k <z <y <k+1
ger¢ekleyen herhangi = ve y gergel sayilar icin (bSyle gergel sayilara ayni bir tam kisim araligina
diigen gergel sayilar denir, clinkli [z] = [y] = k gerceklegmektedir), evet bu kogulu gergekleyen z ve
y gercel sayilar i¢in (z) = = — [z] < y — [z] = ¥y — [y] = (v) gegerlidir, kisacas: aym bir tam kisim
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aralifinda yer alan gercel sayilar icin ondalik kisimlar kesin artandir. Evet gimdi gu temel Snermeyle
baglayalim.

Onerme 1: Herhangi bir 0 < & < 1 irrasyonel sayist icin 6yle uygun bir n dogal sayis1 vardir ki
3<nve (&) < (né)

gerceklegir.

Kanitlama: Kanitlama boyunca, garpim iglemi igin olan pa,ra.ntezler, onda,hk kisim i 1§m kullanilanlarda:
ayirt edilebilsin diye, {,}, ile gdsterilecektir. Gercekten eger 0<ex 2 ise 2 < < [ l+1=nve
3 < n oldugu ustehk 1<ne=e{l+1} =1+e < 1+ ] oldugu ve ayrica 1 <l+e<nme+te=
{n +1}e < ne + < 2 gergeklemhgl kolayca gozlenir. O halde [1,2) tam kisim aralifinda yer
alan 1 +¢ ve {n+ 1}5 gergel sayilar: igin yukarida sBylenenler nedeniyle, n’ = n + 1 dogal sayimm
tanimlayarak hem 4 < n' ve hem de (&) = (1 +¢&) < (n'e) buluruz. Aman dikkat: € pozitif gercel
say1sinin 1rrasyonel olusu nedemyle < irragyoneldir ve dolayis: ile [ <2 gegerhdlr, bu nedenledir ki
yukarida e{ [2]+ 1} <e{l+1} yaz11m1§t1r, okuyucunun bu ayrintiy: gozden kagirmamasi gereklidir.
Evet e 1rrasyone1 sayzs1 i¢in gimdi son segenegi yani 5 L <'e < 1 gerceklendigi durumu 1rde}eyehm Bu
durumda da 1 < 52 < [152 E] +1=m(€ N) ve 2 < m gdzleriz.Ustelik m < & + 1= - ve sonugta
m—1< me veayricae < %3 nedeniylem—1<m-—1+e <me <me+e= {m+1}5 < m: bulunur.
3<m =m+ 1 dogal sayis yardimuyla bu kez de () = (m — 1 +€) < (m'e) bulunur. Bitti!

Onerme 2: Herhangi bir sabit zg irrasyonel sayisina kargilik 8yle bir kesin artan
ng <ng <. <N < mhq <.
dogal sayilar dizisi vardir ki
L0 < (ny@g) < (nezo} <o < (Ppmp) < (Npr1%0) <o < 1

~gerceklegir.

Kanitlama: Bir Onceki Onerme nedeniyle, herhangi bir ny dogal sayisiyla ige baglarsak , pozitif
(ny#o) ondalik kisou bir irrasyonel sayi olup, buna kargilik 8yle bir 3 < my € N vardir Xi (nyz0) <
{ma{m1z0)) = {mMyn1ze) bulunur. Dikkat: nyzp gercel sayist irrasyonel oldugu icin ondalik kismm asla
sifir rasyonel olmayacaktir. O halde ng = myn; dogal sayist sayesinde hem ny < 3n; < myny = ng ve
hem de (n120) < (naze) bulunur. “Ayn: gerekceyle {(namg) < (mz(naze)) = (Mmanazo) gerceklenecek
bicimde bir 3 < my dofal sayis: vardir. ng = mgny dogal sayst icin ng < ng ve (nezo) < (nswo) bu-
lunur. istenen {ng}52, kesin artan dogal sayilar dizisi tiimevarimla tanimlani. Tim (ngze) ondalik
kigimlar: elbette tim gerg;ei sayilarin ondalik kisimlar: gibi < 1 gergeklerler. .

Onerme 3: 0< 2 < yisee <y— z ger(;exleven her pozitif & sayisinin uygun bir dogal say: kata z ile
y arssinda yer ali:

Kamtlama: Gergekfen 0 < £ pozitif gercel sayismin tam kisrm negatif olmadifindan, n = [Z]+1
dogal saysi igin £ <n < £ -4- 1 < ¥ egitsizlikleri nedeniyle 2 < ne < y bulunur.

Ana Onerme: Herha,ngz bir sabit zg irrasyonel sayzm icin Bsgg ={ngg+k:neNke Z} alt
kiimesi, gergel sayilar kiimesinde yogundur.

Kanitlama: Oncelikle 0 <z <y < 1 gergekleyen herhangi z ve y gerge} sayilar: alindiginda bunlar
arsinda Bzo kilmesinden en az bir elemanm yer aldifin: gdsterelim. 0 < & < y — # gercekleyen
herhangi bir pozitif & sayis a,lahm Onerme 2 yardimiyla

&= (ﬂkﬁfe) (k€ N)

kesin artan irrasyonel sa,yﬁarmm var ve 0 < & < 1 gergekledlklemm ve fistelik k #£ ¢ igin & #
& oldugunu, hatta k < i ise ny < n; ve & < & gerceklendigini biliyoruz.(0,1) araligindaki bu
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sonsuz irrasyonel say1 [0, 1] araligindaki en az bir gercel sayiya yigilir, aman dikkat, yakinsamaz fakat
yigilir, iyi glizel de bu ne demektir? Bu, {&}§2, dizisinin yogun bir alt kiimesinin, Srnegin {£, }52,
alt dizisinin bir £ € [0,1] gercel sayisina yakinsamas: demektir. Unlii Bolzano-Weierstrass Teoremi
glivence altina alir bdyle bir yakinsak alt dizinin varhgin..,burada alt dizi tanimina iligkin temel bir
bilgiyi ammsamaliyiz: {£, }32, alt dizisindeki indisler k; < ks < ks < ... kesin artan bir dogal say:
dizisidir. Madem ki lim; o0 €; = £ gercekleniyor, O halde bir N, € N vardir ki her ¢ > N, igin
[ & = £|< § olur. O halde

Vi,j > N icin [&; — &,| <&

gergeklegir, ¢linkli bu son mutlak deger [&, — £] + [€ — &;| toplamindan egit kiiglik kalir. Simdi
N, < j < igercekleyen herhangi iki dogal say1 alip, bunlar sabit tutalim. O halde yukarida biraz dnce
sOylenenler nedeniyle k; < k; ve dolayisiyla ng; < ny, ve dolayisiyla &; = (ng;20) < (ng;20) = &,
gegerli olacagmdan , sonucta & — &, = |&; — &;| < & bulunur. Onerme 3 yardimuyla , e <y — 2
gegerli oldugu animsanip, Syle uygun bir m dogal sayis: vardir ki # < m(&, — &, ) < y bulunur. Oysa
& ondalik kisimlariin tanimi geregi bu, (artik parantezleri ¢arpim iglemlerinde yine aligilagelen eski
anlamlarinda kullanmak tizere)

m(ng; — ng; )20 + (Mmng; 20] — ming, zo]) € By,

-elemammin x ile y arasinda yer almasi demektir, burada ng, < ng, nedeniyle m(ng; — ng;) tam
- sayisinin pozitif oldugu, kisacas: bir dogal say1 oldugu Snemli bir gézlemdir. Demek ki0 < o <y < 1
gergekleyen herhangi © ve y gercel sayilan arasinda B,, kiimesinden en az bir eleman vardir. Simdi
ise-z < y gercekleyen herhangi 2 ve y gergel sayilarini gz Sniine alahm. Bunlar ya aym bir tam
kisim araligina diigerler ya da diigmezler. Eger ayni bir tam kisim araliging diigerlerse ky < z <
v < ko + 1 gercekleyecek bigimde sabit bir kg tam sayisi vardir ve 0 < z ~ky < y — ko < 1 gecerli
oldugundan, biraz 6nce kanitlanan gercek nedeniyle Syle uygun bir ng dogal ve k; tam sayis: vardir ki
z —ko < nozo + k1 < y = ko olur ve sonugta z < nozo + ko + k1 < y bulunur, burada z ile y arasinda
ver alan gergel say1 By, kiimesine aittir; yok eger z ve y gercel sayilari ayn: bir tam kisim araligina
~diigmiiyorsa, bu kez de 2 < [#] + 1 < [y] < y oluyor demektir. Bu son durumda eer [z]+1=[y] ise,
0 < 0 < ([#]+1—=2) gergekleyen poszitif § sayesinde (unutmuyoruz degil mi, artik parantezler carpim
islemi amacyla kullanilmaktadir) evet bu § yardimiyla [z] < z < 2+6 < [g]+1-8 < [z]+1=[y] <y
olur ve £+ ¢ ile [] + 1 — & gercel sayilam arasinda B, kiimesinden en az bir eleman vardir; yok eger
[zl +1 < [y] ise bu kez, 2 < [2] +1 < [z] + 2 < [y] < y olur ve [z] + 1 ile [z] + 2 tam sayilar: arasinda
“en az bir By, eleman: bulunur. Tim irdelemelerde sonunda hep x ve ¥ a,ra,smda B, kiimesinden en
- az bir elemanin varhg gdsterilmigtir ve dolayisiyla kanitlama bitirilmigtir.

Upyars: Herhangi bir 2, irrasyonel sayisma kargilik ny < ng < Ny < .., ve, (nimo) > (memo) >
{nazo) > ... kogullarini gercekleyen bir {n}2, dogal sayilar dizisinin varhglm gozlemlemek de giig
degildir, gunku herhangi bir pozitif ve € < 1 ger¢ekleyen irrasyonel & sayisma, kargihk n = [%]
- dogal sayist yardinuyla tanimlanan m = n + 1 dogal sayismn 2 < mvel < me < 1+¢g < 2,
“{me) < (e) egitliklerini gercekledigini goz1emek kolaydir. Onerme 2’deki yontemle aranan {nz}3,
- dizisi tanmmlanir. O halde bu yazinmn baginda sbzii edilen Cro ={—n2o+k:n € N,k € Z} kiimesinin
~ de yofun oldugunu kanitlamak gii¢ degildir. B,, ve O, yogun kiimelerinin ayrik olduklarim {hicbir
ortak elemana sahip olmadiklarii) gzleyebiliyoruz degil mi sevgili okurlar, iyi caligmalar. Nasil?

Litfen ugragimsz!
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