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fLcing LiMiT PROBLEMLERI

Simten Uyhan
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii, ANTALYA

Matematik ile ilgilenen her bireyin sik sik kargilagtigs kavramlardan birisi de limit kavramidir. Reel
ve kompleks say1 dizilerinin limit kavram: kendi bagina ¢ok dnemli olmanin yamsira, fonksiyonlarin
siirekliligini kavramada; tiirev ve integral kavramlarm anlamada, sonsuz toplam ve garpimlar: in-
celemede ¢ok giiclii teknik aractir. Bu yammuzda geng arkadaglara, belki birgok defalar anlatilan
limit kavramim bir kere daha hatirlatip, ilgingligine inandigimiz bir kag problem sunacagiz. Kolaylik
icin, sadece, reel say1 dizileri:ile ugragacagiz. :
Dogal sayilardan, reel sayilara tamml herhangi bir fonksiyona, dizi denildigini biliyorsunuz. Diziyi
(@), = (a1,82,...; G, ...) ile gosteririz. Buradaki a,, dizinin genel terimidir. Eger her € > 0
say1st icin (an)32 dizisinin terimleri, belli bir numaradan sonra, (a — €,a + €) agik araligimn iginde
kaliyorsa, o zaman (a,)S%, dizisine yakinsak dizi, a reel sayisina da (a,)5e; dizisinin limiti denir.
Daha matematiksel bir ifadeyle, Ye > 0 icin &yle bir N, dogal sayisi bulunabiliyorsa ki her n > N,
icin |an, — a| < € esitsizligi saglansm, o zaman (a,)32, dizisinin limiti a’dir denir ve r}i)ngo an = G
veya an = a, (n — 00) biciminde gosterilir. Limit tammindan agikga goriilebilir ki, bir dizinin limiti
Varsa, tektir. Limiti olmayan dizilere wraksak dizi denir. Ornegin, (a,)52.; = (5) sabit dizisinin limiti
5, (an); = (%) dizisinin 11m1t1 0 dir. (@,)%2,; = ((=1)™) ve (@n)2, = (n) dizileri de birer iraksak
dlzldlr

Agagida ele alacagimz limit problemleriné gecmeden Once baz ¢Bziimlerde kullanacagmmiz meghur
egitsizlikleri ve “Sandevi¢ Teoremini ” hatirlatalim.

Sandevig Teoremi:  (6n)1, (Bn)3;, (€n)S%, reel say: dizileri igin an, < by < en (Vn) ve

nll;m Qp = hm ¢, ise, 0 zaman hm b, vardir ve ]1m by = hm ap = l1m ¢, dir.
o0

Bernoulli Egitsizﬁgi: a,b€ R\ {0} ve a > —1 olsun. Bu takdirde
J0<b<lise (1+a)’<l+ab
; ii)b ¢ [0,1] ise (L +a)® > 1+ab
egitsizlikleri saglanir.

Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi: a1,0s,...,a, > 0 = @ttedttn > o/p7q, Tq,

Cauchy-Schwartz-Bunyakovski Esitsizligi: ai1,a9,...,a, € B ve b1, ba, ..., by € R verilmig olsun.
Bu durumda, |a1by + agbs + ... + anbn| < /02 + a3 + ... + a2 /b7 + b3 + ... + b2 esitsizligi saglamr.

Simdi birkag ilging limit problemi ¢bzelim:

Problem 1. (a,)3; her bir terimi pozitif olan bir reel say: dizisi olsun.

-

1
T}_')n;)4_+a2+‘_5_+ +Qrs——1+an
limitini hesaplaymz.
Cozum Aritmetik-Geometrik Ortalama, E§1tsxzhg1nden
_IL+_2.+ +an Znn/_z__a _u_—n\/—__n

a2 ag
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e edilir. Dolayisiyla her n i¢in, 0 < < % ve buradan Sandevig Teoremine gore

1+2+ _n

{3 Gziim. Cauchy—Schwa,rtz—Bunyakowskl Esitsizliginden

(a1 + a2+ ... +a,)? <n(a+ai+..+a?)

(@2 +a3+...+a2)> <n(al+a+...+a2)

vazariz ve bu iki egitsizlikten
(a1t a2+ .. +an)* <n’n(af +as+ ... +ad)

eide ederiz. Dolay1élyla,,

i
Os(a1+a2+...+an) Sa‘f+a§+...+a‘}l
n n

_ olur. Sandevi¢ Teoremini kullanarak, lim ateat.ta = § huluruz.

~ Problem 3. a) |a| <1 ise, li_)m na™ =0 (Daha genel: Yk &€ N icin li_)m n*a™ = 0)
b) m>Olsenllx£° Ym=1

< lise |a] = of5, h> 0 yazlir. Buradan

7 n 2

n
n __ —_ puaeued
e (i e P S il v g

1. 0< 11m nlal® < hm m = 0 oldugundan nlgréo nla|® =0 ve nli)néo na" = 0 elde edilir.

v > 1 ise \/_ > lolur. {Ym —1 = h, > 0 diyelim. Buradan Bernoulli egitsizlifi gozoniine
2k, IYm =14k, = m = (14 hy)" > 1+nh, bulunur. Bdylece, 0 < ki, < m=l = li)m hn=0
nw (e

Ym=1lolur. m=1lise {m=1 (n=1,2,..) ve lim m =1olur. m<1ise 1 > 1dir.
5 n—»co

im /L= hm ,\,/— = 1 oldugundan hm /m =1 elde edilir.

LT 00

i S 1 icin {/n >1olur. ¥n—1=h, >0 diyelim. Kolayca goriilebilir ki

{‘/ﬁ=1+hn:>n:(1+hn)“:1+nhn+ﬁ(ﬁz—_—ﬂhi+...+hg

adann > 2BR2 = 0 < B2 < -2 elde edilir. 0 < Jim 7 < lim ni = 0 oldugundan,
= 0 ve nlgr;g ¥/n = 1 bulunur.
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Problem 4. by, ba, ..., by, pozitif sayilar verilmig olsun. Genel terimi, (/b7 + 0% + ... + b%) olan
dizinin limitini bulunuz.

Coziim. Oncelikle b = maz{by, by, ..., by} diyelim. O halde

b= Vo < /b0 + 6% + ... + b, < Vmbm = bYm

egitsizliginden, Sandevi¢ Teoremi ve li_’m ¥m =1 oldugu gbzoniine alinarak,
n—eco

3 /B0 7 7 —
Jim YD b+ .+ b =b
elde edilir.
Problem 5. lim (1+ )™ limitini hesaplayimz.
n—co

Cozlime gecmeden 6nce bu tip limitler i¢in gézdniine ala,caglmli “inld limiti” hatirlatalim:

1.1 1
hm( TR

n—00 1

1
Tt ) = lim-(1+ l)“ =e; (er 2,718281845...).
n—o0 7%
Coziim. Simdi bu limit vasitasiyla yukaridaki problemi gﬁzebiliriz;

lim (14 —)” = lim e®"0438) = lim ™M) = i enin(+s 2 =gl e =1,
n—+co —)oo n—oo =00

Problem 6. hm ﬁ(ﬂ = 0 oldugunu gostermlz

Coziim.
In(nl) . = Il+in2+n3+...+inn
1
< 14243+ +n= f‘_(_“_z";_l
. In(n! ' !
o<l n4D) ooy B0 o, 2D
n3 2n3 n—soo N n-sco  2nS
oldugundan, Sandevi¢ Teoremine gbre lim l—’—’%— =0 olur.
ki amde )
2 b2 g «

Problem 7. a>6>0, a1 =a,bi =bvea, = an_i’:;n_l, bp = ;— 73— olduguna gore (an)5,
ve (by,)52, dizilerinin limitlerini bulunuz.
Céziim. n = 1,2, ... icin ay,, b, > 0 dir.

L BB

—b = BT = 1 - 1 = g = g T = — = —_

G — bp s T Ol b1 =Gn_g = bp_2 a1 —bi=a-b

dir. : )
bn _ Boor (b__> _ (b__) R (_b_) _ (b)
an  al_; Bp1 Gp—2 T T\ “\a

bulunur. 0< g < 1 oldugundan, lim —EZL = 0 olur. Ote yandan , ap, — b, = a— b,
n—o0 °n
(n=1,2,...) egitliinden b, = a,, — (a — b) bularak yukaridaki egitlikte yazarsak,
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0 = lim b= = lim (1 - 2%y = lim &b =1 = lima, = a— b Sonucta, lim b, =
n—rco 7 " n-—$o0. " 00 n—oo

Ii)m an—(a—b)=a—b- (a—>b) =0 bulunur.

n-co

Limit kavramiin ¢ok Snemli bir uygulamas: da sonsuz toplamlar (seriler) incelenirken ortaya, cikiyor.
Bagh bagina bir ciddi matematiksel konu olan seri kavramina ¢ok girmeden, lise matematiginde stk-
sik kargimiza gikan sonsuz ondalik kesirlere biraz deginelim. Model olarak agagidaki ondalik kesri ele
alalim.

3 3 3 3
0,33333.. = Jg + g+ o s
Simdi yukaridaki sonsuz toplama bir anlam vermeye caligalim,

- _ 3 3 3 _ 3 3 3 _ 3 3 3 3
Bunun i¢in, a; = 100 %2 = 15 + 1050 88 = 15 + 155 + 000 » O = 15 T To5 T 1505 T -+ oo

geklinde bir dizi tamimlayalim. Eger a,,’ nin limiti varsa bu limit degeri yukanidaki “sonsuz toplam”
'in degeri olarak kabul ediliyor. Simdi a,, ’nin limitini hesaplayalim.

mo3,8 .3 3
710 T 100 ' 1000 ' T 107

ifadesinden :

la = _.§.~ + i + i + o+ .___3

107" 7 102 7 108 T 10t T T 1gnHl ;

~ elde edilir. Sonra ay, —.113% = 15— ot = 15(1 — 1&=) bulunur. Dolaysiyla, San = (1~ &)
veya 6, = 3(1 — ;) dir. Agikca n — oo icin o= — 0 dir. Boylece lim a, = % olur. Sonug olarak,
n—rco

sonsuz toplam’in degerini, {5 + 135 + 135 + .. + 12 + . = 3 olarak yazabiliriz.

Bu tipteki diziler i¢in bir diger problem de goyledir:

Problem 8. Bir top diiz bir ylizeye 50 m. yukaridan birakiliyor. Top yere her diigligiinden sonra
bir Snceki yliksekliginin 1 i kadar bir yiikseklige geri sigriyor. Topun aldigi toplam yolu bulunuz.
Coziim. Burada alinan yolu, yine bir dizinin limiti geklinde ifade etmeye caligalim. Bu dizinin ter-
imleri S = 50, S = 50 + 2.50.3, S5 = 50 + 2.50.1 + 2.50.35, 5y Sp = 50+ 2.50.1 + ... + 2.50. 5
bi¢imindedir. Sonug olarak, alman toplam yol l_i_)m Sy limitidir. Simdi bu limiti hesaplayalim.
n—>0c0
Sn = 50+ 250(3 + 35 + ... + 5&&) dir. Parantez icindeki ifadenin 3(1 — &) oldugu bir énceki
problemden kolayca goriilebilir. Buradan S, = 50 + 50(1 - 3) olur. Dolayistyla toplam yol, yani,
nlingo Sp = 50+ 50(1 — 1~i_}m 2) = 50 + 50 = 100 m. dir.
n—+00o
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