Matematik Diinyasi-C:11-S:2-2002

PROBLEMLER VE COZUMLERI

Hazwrlayan: Rejfail Alizade

Uyari: Dergimize aligtirma problemlerinin ¢6-
ziimlerini degil, yalnizca yarigma problemlerinin
¢Oziimlerini yollaymiz.  Coziimleri génderirken
lutfen su noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢6ziimiind ayr: bir kagida okunakli
ve anlagilir bir bicimde yaziniz.

— Kagidin sag {st kogesine adimizi, soyadimzi,
adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve smifimz
yaziniz.

— (bzlimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Ens-
titiist, Matematik Bdélimi, Giilbahce Koyii,
Urla/Izmir adresine 15 Haziran 2002 tarihine
kadar gonderiniz.

Aciklama: Yarisma Sorularimin dogru coziim-
lerini g&nderenlerin isimleri dergide belirtilecek-
tir.

— 2002 senesi boyunca en. fazla dogru ¢Sziim
gonderenler arasindan en az ilk 3 kigiye 6diil
olarak Matematik Diinyas: 2003 yih aboneligi ve
yazarlarin imzas1 ile Matematik kitaplar: verile-
cektir.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.256. 2000%°%% sayis: birkag tane -ardigik tam
sayinin kiipleri toplanmu geklinde gésterilebilir mi?

A.257. ABC ficgeninde [BL] ve [AK)]
aglortaylarim  cizilmigtir. [KL] de AKC
dggeninin agiortay: ise, BAC agisim bulunuz.

A.258. Okuldaki 15 siniftan toplam 100 kigi
alndi. En az iki smiftan ayn sayida Sfrenci
alinmig oldugunu gosteriniz.

A.259. z pozitif gercel say1 olmak {izere %3- + %
ifadesinin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

A.280. a1,a92,0s,... dizisinde a; = 2002,00 =
2001 ve her n > 2 igin apyq = a:':l ise, aggo2’yi
bulunuz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y.258. 4(a+b+c) = ab+be+ca esitligini saglayan
tim a, b, ¢ pozitif tam say: ficliilerini bulunuz.
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Y.257. ABC ikizkenar {icgeninde (|AB| =
|BC|),s(ABC) = 80° dir ve s(0AC) =
40°,s(0/5A) = 30° olmak {izere iiggenin
icerisinde bir O noktas: alinmigtir. s(B/é\C’ Vyibu-
lunuz.

Y.258. Digbiikey 2002-genin kogelerinde birer
tane bilye bulunur. Her adimda bilyelerden
bazilart aym vektSr boyunca Stelenebilir. En az
kac adimda tiim bilyeler ayn1 dogru lizerine getiri-
lebilir? :

Y.259. Artan f : R — R fonksiyonu her zeR
icin f(—z) = — f(2) egitligini saglar (yani, f tek
fonksiyondur). Herhangi a,b, ¢ sayilan icin o +
b+c=01se, f(a)f(b)+ f(B)f(c) + f(c)f(a) <O

egitsizliginin saglandigini gosteriniz.

Y.260. Diizgiin 30-genin kogelerine 1’den 30’a
kadar tam sayilar yerlegtirilmigtir. Her adimda
iki komsu say1 yer degigtirebilir. Bir kac boyle
adimdan sonra her say: tam kargidaki kogeye
gecmigtir. Bu adimlarin en az birinde toplamlar:
31 olan iki saymin yer degigtirdigini kanitlayiniz.

COZUMLER

A.246. n pozitif tamsayisi 3{in kat1 degilse,
her birinin basamaklar: toplami n’ye boliinen iki
ardigik pozitif tamsay1 bulundugunu gdsteriniz.

Céziim.  S(a) ile o saysmmin basamaklari
toplamint gosterelim. Iki ardigk m ve m +
1 sayilarmm aldigimuzda m sayist 9’la bitmezse,
s(m+1) = s(m)+1 oldugundan s(m~+1) ve s(m)
sayilar: aynt zamanda n’ye bolinemez (n # 1).
Dolayisiyla m sayisini 9’la biten sayilar arasinda
aramamiz gerekir. m sayisi tam olarak k tane 9'la
bitiyorsa s(m-+1) = s(m)—9%+1 olacak. O halde
m sayisim, n|s(m) ve n|(9%k — 1) olacak gekilde al-
mamigz, yeterlidir. 9-1-1,9-2—-1,9-3-1,...,9n—1
sayilarindan higbiri n’e béliinmezse, 9s—1 = 9¢—1
(mod n) olacak gekilde iki 1 < s < ¢t < n
sayilar: bulunacak. O halde, n ile 9 aralarinda
asal oldugundan n|[9(¢ — s)] den n|(¢ — s} elde ed-
eriz. Celigki! Boylece, n|(9%—1) olacak gekilde bir
pozitif tam & sayist bulunur. Simdi m olarak, ilk
1 — 1 basamag 1, geriye kalan k basamag 9 olan.
k—1 basamakl bir say1 alirsak, s(m) = n+(9k—1)
ves(m+1)=n+9%—-1-9k+1=nsayilarin’e
bé&liinir:

A.247.  ABC ftggeninin kenarlarn {zerinde
diga. y6nelik ABMN, BCKL, ACPQ kareleri
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cizilmigtir. QN ve K P dogru parcalan fizerinde
‘i’}“‘s TZ ve KPXY kareleri cizilmigtic. ABMN
ve BOKL karelerinin alanlar fark: d ise QNTZ
ve K PXY karelerinin alanlart farkini bulunusz.

Cbziim. Kosiniis teoreminden |QN|? = |AQP? +
M L
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Sekil 1
w-?-zmm |AQ| - Cosa |BC]? = |ABP? +
2 — 2|AB| - |AC| - CosB.  a + B =

‘oldugundan, cosa = —cosf elde ederiz.
B mszyla, |QN? + |BC|? = 2|AB|? + 2|AC}?
Bengzer sekilde, |K P|?+|ABJ? = 2|BC]>+2|AC[%.
O halde aranan alanlar fark: |QN|? — |[KPP =
3|ABP — 3|BOJ? = 3d olacak. .

A 248, Kutuda mavi ve kirmuzi olmak {izere
‘zoplam 30 tane bilye bulunur. Herhangi 12 tane
reden enaz birl mavidir, herhangi 20 bilyeden
- birl kirmuzdir.  Sepetteki mavi ve kirmiz
elerin sayisim1 bulunuz.

-
 bily

C8ziim. Mavi bilyelerin sayisint m, kirmizi bi-
Iyelerin saywini da k ile gOsterelim. Kirmizi
lerin sayisi 11’den biiylik olsaydi, mavi ol-
mayan 12 bilye alabilecektik, dolaymiyla k& <
itdir. m > 19 olsayds, 20 tane mavi (yani
kurmizi olmayan) bilye alabilecektik, dolayisiyla
7 < 1@dur. k+m = 30 oldugundan, k =11, m =
18 olmak zorundadir.

4.249. Liseden birkag kisi ayrnidiktan ve birkag
kisi liseye katildiktan sonra Ofrenci sayist %10

azaldi, erkek Sgrencilerin sayist %50 'den %85 ‘e

gikti. Erkek 8grenci saysi arttt mu , azald: mi?

Coziim.  Baglangicta lisedeki Ggrenci sayist-a
olsun. O halde baglangicta erkek Ogrenci sayist

. geger.

‘cak ve her m = 2,3,...,
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dir. Ogrenci sayist %10 azaldiktan sonra 232 =

erkek Ggrenciler de bunlarm %55, wa_m 2.

= 2 glacak. ¢ > 22 oldugundan erkek

m

%%?

00 — 200 706
bgrenci sayisi aza,lmlg elacak
A.250. Bir aile gece kdpriiye yaklagt:. Baba
kopriiyli 1 dakikada , anne 2 dakikada , gocuk

5 dakikada , biiylikanne 10 dakikada gecebilir.
Kdpriiden aynm anda en fazla 2 kigi gegebilir ve
ailenin tek bir lambast bulunmaktadir. Alle 17
dakikada kdpriiyli nasi gecebilir? (Kopriiyi lam-
basiz gecmek miimkiin degil ve kopril uzakten
aydinlatilamaz. )

Céziim. Once baba ile anne képriiyii 2 dakikada
gecer ve baba 1 dakikada lamba ile geriye doner.
Sonra cocukla bilyiikanne 10 dakikada kopriiyl
gecer. Anne 2 dakikada lamba ile geriye doner.
En son baba ile anne yeniden kdpriiyi 2 dakikada
Boylece toplam 2+1-+10+2+2 dakikada
ailenin tamam kopriiyl gecmis olacak.

Y.2486. A,24,34,...,5000004 sayilanndan
hicbirisinin son 6 basamagz birbirine egm {(vani
aaaceo seklinde) olmayacak bigimde bir alfi
basamakl: A sayist bulunur mu?

Coziim. A saywsm OBEB(A,10) = 1 geklinde
alirsak, A, 24, ..., 108 A sayilarinin hepsi 10° mod-
una gdre birbirinden farkli olacak. Gergekten
0 < m < k < 10° olmak {izere m ve k sayilan
icin mA = kA (mod 10%) saglamrsa, 10°|[(k —
m)A], buradan da 10°|(k — m) olacak, bu da
imkansizdir. Boylece 4,24, ...,10°4 sayilarmin
son 6 basamaklarimin olugturdugu 6 basamakl
sayilar hepsi birbirinden farkh olacak ve bunlarn
arasinda, 0’dan (10° — 1)%e kadar olan her bir
sayiya tam olarak birer kez rastlanacak. O halde
son 6 basamsgi 111111,222222,...,999999,000000
olan sayilarin sonda gelmelerini {yani bu saylarnn
1004, (10% — 1)4,(10% — 2)4,..., (10° - 9)A ol-
masin) saglayabilirsek, itk 500000 (hatta ilk 10%—
10) say1 arasinda son § basamag: aaaaas seklinde
olan sayiya rastlanmayacak. Bunun icin 4 =
106 — 111111 = 888889 alalim. o halde 10°4 =0
(mod 108), (10° — 1)A = 111111 (mod 10%) ola-
9 icin (10% —m)4 =
(-m)(-111111) = (mmmmmm)e (mod 10°)
elde edilir.

Y.247. ABCDEF digblikey altigeninin
AB,BC,CD, DE, EF, F A kenarlarinin orta nok-
talarl sirastyla A’ B, ¢, D, E, F' o

sun. ABC', BC‘D’ C‘DE’ DEF’, EFA’ FAB
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ficgenlerinin alanlari toplami S ise, ABCDEF
altigeninin alanini bulunuz.

A A A
Céziim. ABC, ABD,ABC” tiggenlerinin C, D

ve C' kogelerinden gikan yliksekliklerini sirasiyla
h1,ho, hg ile gosterirsek, hy = 22 olacak.

A A A
Dolayisiyla A(ABC") = Y(ABC + ABD)dir.
Benzer gekilde

A 1 A A
A(BCD') = 5 (A(BCD) + A(BCE)),

- 1 A A
A(CDE') = 5(A(CDE) + A(CDF)),
| A 1 A A
A(DEF') = -(A(DEF) + A(DEA)),

A 1 A A
A(EFAYy = §(A(EFA) + A(EFB)),

A 1 A A
A(FAB") = E(A(FAB) + A(FACY)

egitlikleri elde edilir. Simdi ABCDEF altigeninin
z alanim bulmak icin bu egitliklerin toplamini
alalim.

1 A A A A
$ = 5[(A(ABO))+A(FAC)+A(CDF)+A(DEF))

(A(Aﬁ@)) + A(Bé’D) + A(D%A) + A(EE’A))—I—
3z

(A(BCE))+A(CDE)+A(EFB)+A(FAB))] =

Boylece z = 2—3§’tﬁr.

$nce
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¥,248. 10 bankac: bir masa etrafinda oturmuslar
ve herbir bankacinin hesabinda bir gercel say1
yazilmigtir. Bu sayilar pozitif ve negatif ola-
bilir. Bankacilar sirasiyla geriye kalan 9 kisinin
herbirinin hesabina (iglemlerden &nceki) kendi
say1isinin %’unu ekliyor, kendisine ise 0 yaziyor.
Onuncu iglemden sonra bankacilarin sayilarmin
ilk bagtaki duruma, gelemeyecegini gdsteriniz.

Coztim. Bankacilarin hesabindaki pozitif
sayilarin toplamim p ile gosterelim. Herhangi bir
iglem yapan bankacinin hesabindaki para a negat-
ifse, eklenen ¢ sayilari negatif oldugundan, iglem
sonucu p sayist artmayacak ve p > 0 ise, kesin
azalacak. o > 0 ise, p sayisi en az § kadar azala-
cak. O halde, hesabindaki para sifirdan farkh olan
ilk bankacinin igleminden sonra p azalacak ve hig
artmadig icin ilk bagtaki duruma dénmeyecek.

Y.249. a1 < ay < ag ve by < by < bz olmak
lizere a1 + ag +ag = by + ba + bs, @1a2 + asaz +
az@; = bybs + bobs + b3by egitliklerini saglaya,n
ai,as,03, b1, b, bg gercel sayilar: verilmigtir. a; <
by ise ag < by oldugunu gdsteriniz.

Coziim. P(z) = (2 — a1)(z = a2)(z = a3)
ve Q(z) = (z — b)(z — bo)(z — bs) polinom-
larini alalim. Bu polinomlarin ilk 3 katsayilari
1,a1 +ag+az = by +bo+bg, 6102 +a2a3 +azar =
biby 4 bobg -+ b1b3 oldugundan, ¢ bir sabit ol-
mak fizere Q(z) = P(z) + ¢ yazabiliriz. Q(z)’in
en kiiciik k8kii b; oldugundan her ze(—o0,b1)
icin @(z) < Odir. a1 < b oldugundan ¢ =
P(ay) + ¢ = Qar) < 0 elde edilir. Dolayisiyla
Qas) = Plaz) +¢ = ¢ < Odir. Q(z)in en
biiyiik kokii b3 oldugundan her ze(bs,00) icin
Q(z) > O’dir. o halde as > bs olsaydi Q(as} > 0
olacakti. Dolayisiyla ag < bs.

Y.250. Bir digbiikey n-gende, her kdgegen en fa-
zla bir bagka kogegenle kesigecek gekilde en fazla
kag kdgegen ¢izilebilir? (Kdgegenler ayni kdgeden
gikiyorsa, bu kdge kesigim noktas: olarak kabul
edilmiyor.)

Coziim. n = 2k ise, A1, Ag, As, ...As; cokgeninin
[A4143], [A1 Aq], [A1 A5), ...y [A1 Asg—1]
kogegenlerini (bunlarin sayist (n-3)’tlir), sonra
[A144], [AsAe], [A6As], ..., [Aok—2, A2k]
kdsegenlerini cizersek (bunlar da &k — 1 tanedir),
sadece

[A1Agsr1] ve [Ag;Ag;yo] kOgegenleri kesigecek (4 =
1,2,..,k — 1), dolaywsiyla bu kogegenleri prob-
lemin kogulunu saglar. Toplam cizilen kdgegen
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sayisi n— 3 +k—1 = 22 — 4 olacak. Benzer
sekilde, n = 2k +1 iSGB [A1 A3}, [A]_Aq,], iey [AlAzkl
e EAQA;;},[A,;,AG], - [Agk._g,Agk] k6§egenleri
kogulu saglayacak ve bu kdgegenlerin sayisi n—3+
k—1=32—-4-1 olacak. Her iki durumda [| (]~
4 tane kOgegen cizilmig olacaktir ([|af], a sayisinm
tam degerini gOstermektedir). Bu saymmn st
sinir oldugunu. tlimevarimla gosterelim. n =
3 ve n = 4 icin her gey agiktir. Simdi her
k < n igin iddiamin dogru oldugunu varsa-
varak nigin de dogru oldugunu varsayarak 7
icin de dogru oldugunu gisterelim. n > 4
kabul edebiliriz.. Problemin kogulu® saglanacak
sekilde kégegenler ¢izilmig olsun. Higbir ¢izilmig
kisegenle kesigmeyen bir kOgegen (cizilmig veya
cizilmemis) bulundugunu gosterelim. Herhangi
bir cizilmig [AB] kogegeni alalim. [AB] aradigimiz
kigegen degilse, yanibagka bir ¢izilmig [CD]
kisegeni ile kesigiyorsa, n > 4oldufundan
LAC[CB),[BD],[DA] dogru pargalarindan en
az bir (diyelim [AC] koOgegeni hicbir bagka
cizilmig kogegenle kesigemez, c¢linkii [AC] ile

 kesigsen kdgegen ya [AB] ya da [BC] ile kesigmek

zorundadir. Boylece hicbir ¢izilmemig kOgegenle
kesismeyen bir [XV] kégegeni bulunur. [XY]

. kdgegeni ¢okgeni iki ¢cokgene bolecek: bunlar m-

zen ve k-gen olsun. O halde m+k =n+2 ve
myk < n olacak. n-genin ¢izilmig kbgegenlerinin
her birl ya m-genin, ya k-genin kigegenidir, ya da
XY Pdir.  Timevarimin varsayimindan n-genin
cizilmig kigegenlerinin sayist en fazla

020+ an-9+1<
Szgmwc)» o 3at2), . 3n
= l=-T=l=———-7=l51-4
olabilir: ‘
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YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosuna - kabul - etmektedir. Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmas: diginda her-
hangi bir kisitlama yoktur. Fikir vermesi
agisindan gu konular: siralayabiliriz:

* Konu sunuglar.

* Matematiksel diigtincenin degisik alanlardaki
uygulamalarini vurgulayabilecek yazilar.

* Villardir ¢Ozlim bekleyerek ya da heniiz
¢oziilmemig tinli problemlerin tanitimi.

* Matematige ilgi duyan dgrencilerin kendi-
lerini agmasina yardima: olabilecek problemler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matem-
atikgcilerle ilgili yazlar.

* Daha saglikli bir mifredat programmi
olugturmaya yodnelik inceleme, elegtiri ve alter-
natif dneriler.

* Matematik diinyasindan glincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yaymnlanabilecefi gibi
biitiinliigii bozmayacak baz degisikliklerle de
yayinlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif ticreti Gdemeye elverigli
degildir. Bu nedenle anlaysla kargilanacagimiz
umuyoruz. Goénderilecek yazilarm bilgisayar or-
taminda yazilmig olmas (Latex, Word, Scientific
Work-Place), diizgiin ve tam ciimlelerle, Tiirkce
dilbilgisi kurallarina uyularak yazilmasi, beg say-
fay1 gececek yazilarda bolme noktas: belirtilmesi
gerekmektedir. Yazlar ya bir adet yazicidan
cikmig Srnegi- ve bir 3.5 inc'lik diskete kayrt
edilmig olarak

X Matematik Diinyas:
Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Boliimii, 35435
Giilbahge-Urla JZMIR

adresine posta ile gbnderilmeli, ya da
mdunyasi@galois.iyte.edu.tr adresine elektronik -
posta ile gbnderilmelidir.




