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BIR SAYILAR TEORISi SORUSUNUN GENELLESTIRILMESI VE
BU GENELLESTIRMEYE UYGUN POLINOMLARIN BULUNMASI

Ali Adah
Izmir Ozel Yamanlar Lisesi

GIRIS: 1,2, 3, ... dizisinde, ilk terimden baglayarak’+’ ve '~ igaretlerini uygun koyup topladigimizda
herhangi bir & dogal sayisini gu gekilde elde edebiliyoruz:

k=-14+2-3+..—(2k-1)+ 2k
Ayrica '+' ve "=’ ’lerin yerini degigtirdigimizde -k sayisini da elde edebiliyoruz. Bu gekilde tiim
tamsayilar elde edebiliriz.
Aym iglemi 1%,2%,32, ... dizisinde de uyguladigimizda uygun '—' ve '+’ igaretleri secimi ile her k
tamsaysint elde edebiliyoruz.

Her n dogal sayisi icin 17,27, 3%, ... dizisinin de uygun '’ ve '+’ secimleri icin her k tamsayisim bu
terimlerin toplami geklinde elde edebilir miyiz?

Acaba dizi, verilen tamsay: katsayili bir P polinomu icin,

P(1),P(2),P(3),...
dizisi olsa; ilk terimden itibaren dizinin terimlerinin dnlerine uygun '—' veya '+’ igaretleri yazip
topladigimizda hangi tamsayilar elde edebiliriz? Veya hangi tamsay: katsayih P polinomlar: igin

tliim tamsayilar bu gekilde gGsterilebilir?
AMAGQC: P(1), P(2), P(3), ... dizisinde her n tamsays: igin, '+’ ve =’ ’lerin uygun se¢iminde

n=+P(1) £ P2) % ..+ P(k)

olacak gekilde bir & dogal sayisinin varhgin: garantilemek icin tamsay: katsayill P polinomunun hangi
gartlar: saglamas: gerekir? Amacimiz P polinomlarnim incelemek ve bu polinomlar hakkinda be-
lirli kogullar elde etmek. Sonu¢ kismunda da goriilebilecegi gibi polinomun yukaridaki gart: saglayip
saglamadigin incelemek igin polinomun belli degerlerini incelememiz yeteli olacaktir.

YONTEM: Iddia 1: Her n pozitif tamsayist igin Gyle bir & vardir ki; '+ veya ‘=’ ’lerin uygun
secimi igin,

n=12£224+32 L L4
sarti saglansin.

Yontem: (Kaynak: 250 Problems in Elementary Number Theory, W. Sierpinski) Yukaridaki iddiada
her 2 °li terim yerine P(4) yazip, hangi tamsay: katsayih P polinomlarinin gart: sagladigin: inceleyelim.

Lemma 1: Derecesi n > 1 olan bir P polinomu ve k sabit sayisi igin,
Plz+k)— P(z)
polinomu (n-1). derecedendir.
Yomtem: P(z + k) — P(z) olinomu (n — 1). derecedendir.
Pi(z) = Pii(z+2"") = Py (),

i=12,.,n—1iin, P;;(z) polinomunun derecesi P;(x) polinomunun derecesinden bir fazladir.
Oyle ise; P, (z) sabittir.

Tamim: ki < kp tamsayilar icin, A, 1, ile,

+P (k) & P(ky + 1) & ... & P(ks)
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ifadesindeki + igaretlerinin degistirilmesiyle olugacak toplamlarin olugturdugu 2%—%+1 elemanh
kiimeyi gosterelim.

Lemma 2: Her z tamsaysi i¢in Syle bir y tamsayisi vardir ki; P,(0) € A(z,p). Pn(2) € Agoqan-1)
oldugu agiktir (P, (z); P(z), P(z + 1), ..., P(x + 2*~1 — 1) degerlerinin Snlerine '+’ veya '—’ yazilarak
elde ediliyor ve P,(z) sabit).

Lemma 3: o tamsayisi, ¢ ve y1 tamsay olmak fizere;A(, ) kiimesinin eleman: olsun.
b=a (mod PF,(0))

ise Syle bir yo tamsayis: vardir ki; b € A, 4,y (Py(x) sabit oldugu iin yerine P,(0) yazilds).

Yontem:
b=a+ kP,(0)

olsun. k € Z, a € Az y,) , 0 Pp(0) € Ay g,y ayni iglemi k defa uygularsak;

= £kPa(0) € Ay -

Fikir: P tamsay: katsayili oldugu icin,

Pz + P,(0)) = P(z) (mod Pn(0)) (Bezout Teo.)
Oyleyse, her tamsay1 z icin P(z) degeri (mod P,(0))'da, P(1), P(2), ..., P(P,(0)) degerlerinden birine
denk olacak. A,y kiimesindeki elemanlar: (mod P, (0))’da diiglinmemiz uygun.

iddia 2: Oyle bir z; dogal sayist ve her i = 1,2, ..., P,(0) igin, &yle tamsay1 s; vardir ki;
8; € A,y ve 8; = 2P(i) (mod P,(0)).

Yontem:
k= P(l) -+ P(?) + ...+ P(PR(O)) € A(l,p(pn(())))
Bezout teoreminden dolayi,
Pz + P,(0)) = P(z) (mod P,(0)),

¢i = P(1+P,(0))+P(2+P,(0))+...+ P(i—1+P,(0))— P(i+ P,(0))+ P(i+1+Pn(0)+..+P(2P,(0)) €
A(P(Pa(0)41),2P(Pa (0)))1
=>k-¢g¢€ A(l,an o)~

=k —¢; = 2P(5) (mod P,(0)).

Iddia 3: Her k pozitif tamsay1st icin Syle 5 tamsayist ve her i = 1,2, «.ry Pp(0) icin Byle bir s; vardir
ki;

el

8; € A(1,2,) ve 8; = 2kP(1) (mod Py(0)).
Yéntem: Iddia 3 teki adimi P(4) icin & defa uygulamamiz yeterli.
iddia 4: Her k1,ko, ..., kp, (o) tamsayilar icin Syle bir z tamsayisi ve s € A(1,5y olan bir s vardir ki;

Yéntem: Iddia 3'teki adim sirasiyla P(37) icin k; defa uygulamamiz yeterli
0beb(P(1), P(2),..., P(Pr(0)), Pn(0)) = d

olsun. d > 1 olursa; o
A(g,y) kiimesindeki sayilar d ile boliinlir. d ile béliinmeyen sayilar elde edilemez. Buna gore; tiim
tamsayilar: elde etmemiz icin d = 1 olmalidir. ........ ()
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Lemma 4
G1,02, ., GN € Z+° (N >2) ve obeb(ay,as,...,an) =1

ifadeleri ancak ve ancak
alkl -+ agkg + .+ G’szN =1

olacak gekilde k1, k2, ..., by € Z varsa dogrudur.

Yoéuntem:
(a1,02) =1 & arky +asks =1

olacak gekilde tamsay: k1 ve ko oldugu agik ([1], s. 5, Teorem 8).

Basit bir tlimevarimla lemmay ispatlamak miimkiin.

Oyle ise; (Lemma 3’ten dolay1) 8yle bir z degeri vardir ki; her ¢ tamsayisi icin, A(1,z) kiimesinde 2¢
bulunur.

Sonug: Tiim ¢ift sayilan bu gekilde elde edebiliriz. $imdi tek sayilar: elde etmeye caligalim:
(i) P,.(0) tekse;

Po(0) =2c+1, c€Z.

Sonugtan dolay herhangi bir n tamsayis: icin Syle bir = var ki 2(n +c+1) € A,z ve Pp(0) tekse
2n+1 € A(1 ) olan y oldugu agik.
= P,{0) tekse; tek sayilar bu gekilde elde edilebiliyor.

(i) P, (0) ciftse;

P(1), P(2), ..., P(Pa(0))

dizisindeki ilk tek terim P(¢) yi alip inceledigimizde Lemma 3’in sonucu olarak Syle bir tamsay1 z
vardir ki; her n tamsayist icin,
2n+le¢ A{l,w)

= P,(0) ¢iftse; tek sayilar da bu gekilde elde edilir.
Sonug: Goriildigi gibi her n tamsays: igin, 8yle bir 2 vardir ki;

n € Agz) & obeb(P(1), P(2),..., P(P,(0)), P,(0)) = 1.

iddia 5:

0beb(P(1), P(2), ..., P(Po(0)), Pa(0)) = 1 ¢ obeb(P(1), P(2), ..., P(n + 1)) = L.

Yontem:
Po(0) #0 ve 2" P,(0) (Bezout Teo.)=> P,(0) > 2" L.

(«) Po(0) > 2°~1 > n + 1. Bu yiizden,
(P(1), P(2), ..., P(Pn(0)), Pa(0)) =1 =
(P(1),P(2),...,Pln+1) =1
(=) (P(1),P(2), ..., P(n + 1)) = d olsun. Lagrange interpolasyonun’dan dolay1,
d|P(1),d|P(2),...,d|P(n+1) = Vz € Z, d|P(z)

olur.
d|P(1),d|P(2),...,d|P(P,(0)) ve d|P,(0)
isey
d|(P(1),P(2),...,P(P,(0)), P,(0)) =1=>d|l = d=1.
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n = 0,1, 2 durumlarnin incelenmesi kolay olup ilgilenenlerin ufragina birakilmigtir.

BEKLER: P polinomu tamsay: katsaythdir dolayisiyla tam degerli bir polinomdur (yani her tamsayida
tamsay: degeri alir) ise dyle Ig, !4, ..., {,, tamsayilar: vardir ki;

z(z+1 Do(z+n—1

(P polinomunun derecesi n idi) {[2], 319. Soru ve ¢dzlimil)
iddia 8:
(o, i1, e ln) =1 (P(1),P(2),..,Prn+1))=1

Yéntem: (ly, i1, In)|P(1), P(2),.., P(n + 1)} we P(1),P(2),...,; P(n+ 1))|(lo,l1,-+,n). Bunun
dogal bir sonucu olarak P polinomu, bir ¢ tamsay: degeri icin ‘

Pley =41

oluyorsa; bu polinomla her k tamsays: i¢in k € A ) olan bir z vardir (yani bu polinomla tiim
tamsayilar elde edilebiliyor). :
Ornek: P(z) =z, P(z) = 2%, P(z) = 2", P(g) = 2" + 1,P(z) = 2" = L,P(z) = 1+ z+ 2 + .. +
", P(z) = 2Q(z) + 1 (Q tamsay: katsayil bir polinom).

SONUC VE TARTISMA: P tamsay: katsayil bir polinom olmak {izere her N tamsayis: icin, '+
ve '’ ’lerin uygun se¢iminde, N = £P(1) + P(2) & ... £ P(k) sartim saglayan bir k¥ dogal sayis:
bulunabiliyorsa; P polinomuna ”uygun polinom” diyelim. n, P polinomunun derecesi olmak {izere;
sonug olarak elde ettigimiz teoremler:

Teorem 1. P uygun bir polinomdur. < obeb(P(1), P(2),..,P(n+1)) =1

Teorem 2.
lo, bty ln € Z ve P(z) =l + iz +52ﬁ‘?2il)- PR G ”"ﬁ*“ —b
olmak iizere;
P uygun bir polinomdur. & obeb{lp, 1, ..., 1) = 1.
Teorem 3.
obeb(P(1), P(2), ..., P(n + 1)) = obeb(lo, l1; s In).
Teorem 4.

obeb(P(1), P(2), ..., P(n+ 1)) = d = Yz € Z,d|P(z).

Teorem 5. P(z) = 1,P(z) = 2,Plz) = 22, P(z) = 2> £ 1,P(z) = 2", P(z) = 2"+ 1,P(x) =
zPdg? — 14+ 2+ 1L PE) = ang” +an_18" 1 + o+ ar £ 1{ay, a9, ..., 6y € Z) polinomlar: uygun
polinomlardir.

Teorem 6. ¢ € Z ve P(c) = %1 olan bir ¢ varsa P uygun bir polinomdur.
Teorem 7.
obeb(P(1), P(2), ..., P(n+1))=d
ise; P polinomu d ile bélitnen tamsayilarda uygun bir polinomdur. Yani P polinomu ile 4 ile boliinen
tliim tamsayilar: elde edebiliriz.
Teorem 8. P tamsay: katsayili polinom olmak fizere; '+’ ve '—' ’lerin uygun se¢iminde

N = +£P(1) £ P(2) £ ... + P(k)
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olan en az bir k dogal sayis1 ancak ve ancak sonsuz ¢oklukta boyle & dogal sayilar: varsa vardir.

Teorem 9. N > 2 olmak {izere; ai,as,...,any € Z7 icin,

obeb(al,ag,‘..,a‘w) =1& 3k, ke, ..,kbnv €Z 1 arky +aoks + ... +avky = 1.

Acaba P polinomunun katsayilaring bakarak polinomun uygun olup olmadigt bulunabilir mi? Ik
akla gelen fikirlerden biri katsayilarin aralarinda asal olmalari. Tim tamsayilar elde etmek igin
bu sart gerekli, ¢iinkii 1 elde ediliyorsa, 1; bu katsayilarin ortak bolenlerinin en bliytgl ile (obeb)
bolinmeli ve dolayisiyla katsayilarin cbeb’i 1 olmalidir.

Fakat bu sart yeterli degil.

Ornegin: P(z) = z* + 2% + 22 + 2 + 2 polinomunun katsayilari aralarinda asaldir, fakat bu polinom
her tamsay: z degeri i¢in ¢ift degerler alir. Tek sayilar bu polinomla elde edilemesz.

PROJENIN GELISTIRILMESI:

Polinomlar: bir yana birakalim. Acaba dizimizin elemanlar: asal sayilar olsa yine her sayiy: istenilen
gekilde gOstermek miimkiin miidiir?

Yani 2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, ... dizisinin terimlerini; ilk terimden bagka bir terime kadar olan
asallar1 1 veya —1 ile carpip toplayarak istenilen bir dogal sayiy1 elde edebilir miyiz?

iddia: n>5 dogal say1 olmak lizere; vy, D2, ..., Pn ik n asal say: olsun.

Sn:{lzaépihaie{_Ll}}v T =91+ P2+ o + Dn, Kn:{Tn”zaTn—gvTﬂ'"lQ}

i=1
ise;
SpNKp=0ve S;UK,={0<z<Tlz=T, (mod 2)}.
Yéntem: Tlmevanm: n = 5 igin, (gdsterimi EKLER —2’de var.) n igin‘ iddia dogru olsun. n+1
icin dogrulugunu incelememiz bizi sonuca ulaghiracaktir.
Teorem: Her k tamsayisi igin 8yle bir n dogal sayisi vardir ki; k € S,,.

Yéntem: 7, — 12 >k ve T, =k (mod 2) olan bir n tamsayis: aliriz. % sabit ve T}, ilk n asalmn
toplami oldugu i¢in boyle bir n» bulmak miimkiin.

Teorems: p1,po,...,0; ilk k asal say1 olmak tizere her n dogal saysiicin, n = G191 +a2p2+.. .+ 0Pk
sartim saglayan k € N ve g; € {—1,1} sayilar: bulunur (1 = 1,2, ..., &).

EKLER-2: p1,p9,..,Pn ik n asal sayi olsun. Bu sayilan 1 veya —1 ile ¢arpip topladigimizda
meydana gelen sayilar: n = 5 i¢in:

-2-3-5-7-11=-28,
-2-3-5-7+11=-6,

+243+54+7+ 11=28

Olusan kiime:
{0,-2, -4, -6, -8, ~10,—-12,—14,-18,-22,-24,-28,2,4,6,8, 10, 12, 14, 18, 22, 24, 28}
Yani —28’den 28’e kadar olan ¢ift sayilar; {—18,—20, —26, 16,20, 26} haric.

Kilimenin sadece pozitif ve 0’a egit olan elemanlarini diiglinmemiz yeterli, ¢linkii bir sayr kiimede
mevcutsa negatifi de mevcut.

n = 6 icin gdsterilebilen sayilar:

-2+ 3-5+7+11-13=1,

+2-3-5+7-11+13=3
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-24-3-5+74+114+13=27
29 gosterilemez
-2-345+7+114+13=31
33 gosterilemez
+2-3+5+7+114+13=35
-243+54+7+11+13=37
39 gosterilemez
+24+3+5+7+11+13=41

1 ile 41 arasindaki tiim tek sayilar; {29, 33, 39} haric.
n =7 i¢in:

-2-3+5-74+11+13-17=0,

-2-3-5-7-11+13+17=2

-2+43-5+7+11+134+17=44,

46 gosterilemegz,

-2-34+5+T7+11+134+17=48,

50 gosterilemesz,

+2-34-5+7+11+13+17=52,

-24+3+5+7+11+13+17=>54,

56 gosterilemez,

+24+34+5+7+11+13+17=58,

(’dan 58’ kadar olan tiim ¢ift sayilar; {46, 50,56} haric.

Ik n asal sayiy1 1 veya —1 ile carpip topladigimizda mod 2’de n’e denk olan sayilar: elde edemeyiz.
Ciinkii, ilk asal 2; ¢ift, kalan n—1 asal tektir. mod 2’de kontrol edilirse olugan sayilarn bu moddan—1
‘e denk olmas: gerektigi gériillir. pi,p2,...,Pn asallarini 1 veya —1 ile carpip toplayarak (mod 2’de k
n — 1’e denk olan) elde edilemeyen sayilar: (p; + pa + ... + pp, 'den kiiglik veya egit sayilar.)

Elde Edilemeyenler: Kullamlan asallar:

n=1-0 2

n= 2-+3 2,3

n=22- 779,783,789 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,6 1,67,71,73,79

T, = p1 +p2 + ... + b, dersek; n > 5 igin gdsterilemeyen sayilar hep T, — 2,7, — 8,7}, — 12 geklinde.
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