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DONEN UZAYLAR

Sibel Pagah
Mugla Universitesi / Mugla

Dénen uzaylar bir egriler ailesini tamimlar. Sabit bir cember {izerinde dbnen bagka bir ¢emberin
hareketine gére bir dogru fizerindeki bir noktanin birakmig oldugu iz olarak da tanmimlanabilir. Bir
gogunuz kitapgilarda veya igportada gocuklar igin satilan i¢ ice gegebilen, lizerleri delikli cemberler
ve renkli kalemlerden olusan geometri setini gdrmilg, veya bunlardan estetik yonden kusursuz olan
geometrik gekiller cizmigsinizdir. Bu makalede s6z konusu edilen bu geometrik gekiller, onlarn
parametrik denklemleri ve aralarindaki iligkilerin bazilandir. Egrilerin simflara ayrilmasimn bir ¢ok
yolu vardir. Bu yollardan biri, bir egriyl »(z,y) = 0 polinom denkleminin grafigi olup olmadigin
belirlemekle baglar.

Tanmm 1: Birbirine icten teget olan iki ¢emberin merkezleri teget noktasindan gegen bir dogru
tizerinde olsun. Bu ¢emberlerden biri sabit durmak {izere digeri kaymaksizin sabit olan ¢emberin
lizerinde hareket ediyor olsun. Hareket eden cemberin bir ¢ap: {izerindeki veya bu capin uzantisi
{izerindeki herhangi bir noktanm biraktig ize hypotrochoid denir. Eger bu nokta ddnen ¢emberin
cevresi lizerinde ise bu egriye hypocycloid denir.

Sekil 1: Hypotrochoid

Tanim 2: Birbirine digtan teget olan iki ¢emberin merkezleri teget noktasindan gecen bir dogru
‘lizerinde olsun. Bu cemberlerden biri sabit durmak fizere digeri kaymaksizin sabit olan cemberin
tizerinde hareket ediyor olsun. Hareket eden cemberin bir ¢ap iizerindeki veya bu ¢apin uzantis:
tizerindeki herhangi bir noktamin biraktig1 ize epitrochoid denir. Eger bu nokta ddnen cemberin
gevresi tizerinde ise bu egriye epicycloid denir.

Sabit cemberin merkezi orijinde olsun. z exseniyle (pozitif tarafi) cemberlerin merkezlerini birlegtiren
dogru arasindaki agi (saatin ters yonii) 6 olsun. n sabit olan gemberin, m ise donen ¢emberin
yaricaplar: olsun. d dbmen c¢emberin merkezi ile izi alinacak nokta arasindaki uzakhk ve a ise iz
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Sekil 2: Epitrochoid

noktasinin kutupsal koordinat sistemindeki (sabit cemberin merkezine gore) kutupsal agisi olsun.
hy hypotrochoid ve ep’ de epitrochoid’i gdstersin. Bunlarin parametrik denklemleri guniardir:

hyl[6,n,m,r,a] = {z[0],y[6]},

burada
off] = (n-m)coslo+a]+deos( = _ g
yl = (n—m)sind +a] - dsin[ "= _ g,
2 iy = (n—m)foos(8 + a] + isinfd + al) + dfeos "~ g —gin[ 27T g

esitliginde e = cosf + i sind kullamlarak,

g+iy = (n-—m)efro) 4 gei*T0-0)
— - 6 ﬁ” ia
= [(n—m)e” + eé(%)g]e

elde edilir. 7 = ¢e* olsun. Bu durumda

hir,n,m,r,al = ((n—m)r + Yeta.

n—m

T m
olur. Benzer gekilde:
elr,n,m,r,a] = (n+m)r — dr =" )e™.

denkleminden ¢ = "% dénisgimii kullanlarak

hlr,n,m,r,a] = ((n —m)T + e Ye',

T
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elde edilir. Buna gore yeni hypotrochoid déniigiim denklemi

hymapft, n,m, r,a} = ((n - m)t=>% + Z)e, &

olur. Epitrochoid parametrik denklemi

epld, n,m,r,a] = {'[6], y°[6]},

ve burada

z[6] = (n+m)cosld+ a] — dcos|

al

+al.

(n+m)é .
m

¥l = (n+m)sin[d+a] — dsin[—(7—1-1;;&-—”1'2g
Yeni epitrochoid déniigiim denklemi ise agagidaki gibidir:
epmaplt,n,m,r,a] = ((n + m)t= = — rmi)e’.

Ornek 1: Parametrik denklemleri {2cos8@ + 2cos26, 2sinf — 2sin 26} olan hyl6, 3,1, 2,0] egriyi
¢izelim. Burada sabit cemberin yarigap: 3, dénen ¢emberin yarigap: 1, ddnen ¢emberin merkezinden
iz noktasina olan uzaklik 2 olsun. Bu degerler altinda agagidaki gekli elde ederiz.
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Sekil 3: hy[6,3,1,2,0]

Simdi hypotrochoid ve epitrochoid arasindaki iligkileri bir teoremle ifade edelim.

Teorem 1: Eger n ve m aralarinda asal (n,m)=1,n >0, m > 0, ve 7 = £~ ise agagidaki egitlikler
saglanir:

() hymaplt,n,—m,r,a] = epmap[r,n,m,r, al,

(i) hymaplt, —n,m,r,a] = epmap[t,n,m,r,a+ 7.

Ispat. n ve m aralarinda asal,n >0, m>0ver=4¢"1 olsun.
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(i) (1) kullanarak,

—m —-d. .
hymap[t,n, —m,r, al [(n+ m)t=+ = + —t——]e’“
[(n + m)T7+= — drle™

= epmap[T,n,m,r,al.

(i1) (1) kullanarak,

m d.
hymaplt,—n,m,r,a] = [(—n—m)i==—= + E]e“

m d. .
= ~[(n+m)t=t+m — E]em
~[(n + m)T7F= — drle'
e [(n +m)rate — drle®®
= [(n+m)r=rs — drletetm

epmap|T,n,m,r,a + 7.

i

sonuclar: elde edilir.
Simdi ise n ve m‘in aralarinda asal olmamas: durumuna kargilik agagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 2: n ve m sifirdan farkl: birer tamsay1 ise agagidaki esitlikler saglanir:

(i) epmaplt,n,m,r,a] = r hymap[r,n,n+m,L,a], burada r = =

L
I ¥

(ii) hymaplt,n,m,r,a] = r epmap[r,n,m-n,t 2], burada 7 = ¢t7-=.

Proof. (i) epmap[t,n,m,r,d] = (n + m)t75m — rmt)e®, 7 =177 ve t = r~ "% olsun.
epmaplt,n,m,r,al = [(n+m)t=r= — rmtle’®

1 _m A
= r[(n+m) - tmtm — mtle®
1 .
= rlln—(n+m)t + gz (n + m)]e
£
(n+m)t

= rln— (n —m)re=tm 4 Jei@

1
= r hymap[t,n,m + n, ;,a]

(ii) hymaplt, n,m,r,a] = [(n — m)t=—= + Imlgle r = w7 vet =17 = olsun.

rm

hymap(t,n,m,r,a] = [(n—m)tm-—= + T]ei“
= r[(n — m)tmm" + m]em
_ T[n'{‘(??—n) _ (m;n)tm’f"]ez’a
= r[———«—n + (n; —n) —(m —n) % tl#nzg;—m]ei“

= r[n-i—(n—m)T?—(m—n);l; le*

= repmap[t,n,m—n,1/r,a].
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Simdi Teorem 2‘ye bir &rnek verelim.

Ornek 2: hymaplt,7,3,1/2,0] and 1/2 epmaplr, 7, —4,2, 0] denklemlerini alahm. Buna gore n=7,
m=3, r=1/2 ,a=0. hymap ve epmap’in grafi§i tamamen birbirinin aymsidur:

Sekil 4: hymapl$,7,3,1/ Z,O]zéepma,p[r,’i ~4,2,0]

Sonugc: Ddnen uzaylara hypocycloid ve epicycloid egrileri denir. Hypocycloid ve epicycloid farkh
iki denklemle ifade edilir. Hypocycloid’de iki gember i¢ ige igten birbirlerine tefet olmasina kargin
epicycloid’de iki gember digtan birbirlerine tegettirler. Kutupsal koordinat sisteminde verilen bir
parametrik egrisi hypocycloid ve epicycloid cinsinden ifade edilebilinir. Teorem 1 ve 2 ve Ornek 1 ve
2’de hypocycloid ve epicycloid’in arasindaki iligki kisaca aciklanmugtir. 1900’1 yillarda W. F. Rigge
cesitli kapali, sinith efrilerin var oldugunu gbstermistir. Onun ¢alismalarimi R.E. Moritz‘in mekanik
makinalar yardimu ile d6nen uzaylara benzeyen egrilerin ¢izilebilecegine dair caligmalar: takip etmigtir.
1992 yilinda L.M.Hall Mathematica yazilimin kullanarak dénen uzaylar cizmigtir.

Problem: Birbirine icten teget olan iki cemberin birinin yaricap: digerinin iki kat: olsun. Icten teget
olan ¢ember izerinde alinan bir noktanin hypocycloid egrisini ¢iziniz?
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PROBLEMLER VE COZUMLERI

Hozrlayan: Refail Alizade

Uyari: Dergimize aligtirma problemlerinin ¢6-
ziimlerini degil, yalnizca yarigma problemlerinin
cOzlimlerini yollaymiz. Coziimleri gdnderirken
liitfen gu noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢éziimiind ayr: bir kagida okunakl
ve anlagilir bir bicimde yaziniz.

— Kagidin sag list koOgesine adinizi, soyadinizi,
adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve siifinizi
yaziniz.

— Qoziimleri, fzmir Yiiksek Teknoloji Enstitisd,
Matematik Bolimi, Glilbahce Koyii, Urla/Izmir
adresine 15 Kasim 2002 tarihine kadar gonderiniz.

Aciklama: Yarigma Sorularnin dogru cOzlim-
lerini gbnderenlerin isimleri dergide belirtilecek-
tir.

— 2002 senesi boyunca en fazla dogru c¢Szlim
gbénderenler arasindan en az ilk 3 kisiye &diil
olarak Matematik Dinyas: 2003 yil aboneligi ve
yazarlarm imzast ile Matematik kitaplar: verile-
cektir.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.261. Tam m tane sifirla biten bir faktoriyelin
bulundugu, fakat tam m — 1 tane sifirla biten fak-
toriyel bulunmadig bilinir. Tam m+1 tane sifirla
biten bir faktoriyeli bulunur mu?

A
A.262. Egkenar ABC {icgeninin gevrel
gemberinin (kiiglik) AB yay1 fizerinde bir X nok-
tast alinmigtir, [AX| + |BX| = |CX] oldugunu
glsteriniz.

A.263. 1gr,2gr,...,19gr olan agirhiklarnin 9u
glimiigten, 9’u bronzdan, birl de altindan
yapimig. Bronzlarin toplam agirhig giimiiglerin
toplam agirligindan 90 gr daha fazla olduguna
gore altin olan agirlik kag gramdir?

A.264. Herhangi 4 rakam verilmigtir.Bu sayilar:,
agagidaki egitsizlik saglanacak gekilde, karelere
yerlegtirilebilecegini gdsteriniz:

A.265. Temel, basamaklar: toplami ile top-
landiginda 2002’yi veren bir pozitif tam say:
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buldugunu Idrig’e agikladi. Idris de,basamaklar
toplami ile farkimi 2002’ye egit olan bir pozi-
tif tam sayr buldugunu aciklad:.  Temel, bi-
raz diiglindiikten sonra bdyle bir sayinin bulun-
madigini sOyledi. Temel haklh mi? Temel’in
sayisin bulunuz?

YARISMA PROBLEMLERI

Y.261. Kiipleri toplam: 2002 olan iki tam say:
bulunur mu?

Y.262. ABCDE digbitkey besgeninde BE ve
CE kogegenleri sirasiyla ABC ve BCD agilarinin
agortaylaridir. m(EAB) = 35°, m(CDE) =

A
145° ve BCE {iggeninin alam 11’dir. ABCDE
beggeninin alanini bulunuz.

Y.263. 1'den 121'¢ kadar olan pozitif tam
sayilar, 11 x 11 boyutlu tabloyu agagidaki kogullar
saglanacak gekilde yazilabilir mi?

a) aralarindaki fark 1’e egit olan sayilar komsu
(ortak kenarlar: bulunan) karelere yazilacak;

b) tiim tam kareler aym siitunda bulunacak.

Y.264. a,b pozitif tam sayilar icin v/5 — £>0
saglaniyorsa, v/5 — > 4}? oldugunu glsteriniz.

Y.265. Her iki komgu sayidan biiyGgi kiliciigiine
boliindiiglinde bir asal say: elde edilecek gekilde,
cember boyunca birbirinden farkl: 2003 tane po-
zitif tam say1 yazlabilir mi?

CcOZUMLER

A.251. 2002%°°2 sayisinin son iki basamagim bu-
lunuz.

Coziim. ¢(25) = 52
Euler teoreminden 2070
Dolayisiyla

— 5 = 20 oldugundan,
= 1(mod25) elde ederiz.

20022002 = 92002 = 92 = 4(mod25)

2002292 = 0(mod4)



