Matematik Diinyasi-C:11-5:4-2002

PROBLEMLER VE COZUMLERI
Hazrlayan: Refail Alizade

Uyary: Dergimize alhgtirma problemlerinin ¢o-
ziimlerini degil, yalmzca yarigma problemlerinin
¢oziimlerini yollayimz. Cdzlimleri gonderirken
- Hitfen gu noktalara dikkat ediniz: 1
— Her sorunun ¢bziimiinii ayr bir kagida okunak
ve anlagilir bir b1§1mde yaziniz.

— Kagidin sag ist kogesine admizi, soyadmm,
adresinizi, Ogrenci iseniz okulunuzu ve sxmﬁnm
yaziniz.

— Céziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Enstltusu,
Matematik Boliimii, Giilbahce Koyii, Urla/izmir
adresine 30 Kasim 2002 tarihine kadar génderiniz.

Aciklama:

Bu sayimiza kadar bize yamitlarini génderenler
icinde dogru ¢Ozlim {retenler:
(Y.256 ve Y.257),Aksaray Anadolu Ogretmen
Lisesi,Aksaray. .- Mustafa Dénmez ve Yagar
Donmez(Y.256 ,Y.257),Halil Kale Fen Lis-
esi, Turgutlu Manisa ve Turgutlu LlSGSl, Turgutlu-
Manisa.

. ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.286. 3698765432123456789
ve 345678909876543 sayilarmmin - carpmu  kag
basamakhidir?

- oA
A.267. Merkezi ABC ikizkenar (JAB| = |BC|)
ticgeninin [AC] kenar {izerinde bulunan gember
[AB] ve [BC] kenarlarma tegettir, JAC| kenarim
da ii¢ pargaya boluyor (B

¢emberin yarigapini bulunuz.

A.268. —7'den T’ye kadar olan tum tamsa.yﬂ
her saymin iki komgusunun garpiunt

8
mayacak §ekﬂde, cember boyunca, dxzilebxhr mi? -
81 = 1(mod?); sz = 1% + 2% = 2(modT);

83 =2+3% = 1(mod7); sy =1+ 4% =2(mod?);
85 = 2+ 5% = 1(mod7); s

A.269.

tif gercel z sayisimi bulunuz
A.270. a, b, c gergel sayﬂan
maz(a, b)+maz(c, 2002) =

Oktay Balkis

. Y.270.

llz]]; = gercel saywsmin tam degenm,
{z} = = — [|2|] de kesir deferini gdstermek iizere,
[I=]]- {=} > 3 esitsizligini saglayan en kuguk pozz—y
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egitsizligini saglar. b > ¢ oldugunu kanitlayimz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y.266. n sayisimn pozitif tam bolenlerinin
sayisim 7(n) ile gdsterelim. 7(n® + 1) dizisinin
hi(;bir n sayisindan baglayarak kesin artan olma-
vacagini kanitlayiniz.

Y.287. ‘ABCD paraieikenanmn kogegenlerinin
kesigim noktas1 O olsun. ABO iggeninin gevrel

cemberi [AD] kenar: ile bir E noktasinda, DOE
ticgeninin gevrel cemberi de [B@\dogm pargasint
bir F noktasinda kesiyor. s(BCA) = s(FCD)‘
oldugunu gosteruuz ‘

Y.268. 10 tane kagit parcasiun her birinde

bir kac tane 2'nin kuvvetlerine egit olan sayl‘
yazilmigtir.  Tiim kagit parcalanindaki sayilarin
toplam: aymidir. Yazilan tiim saylar arasindg.
en az 6 kez rastlanan bir say1 bulundufunu.
kanitlayimiz. ‘

Y.269. a,b,c gercel sayilar 9a + 116+ 28¢c = 0
egitligini saglamaktadir. az® + bz + ¢ = 0 denkle-
minin [0,2] araliginda en az bir koki bu-
lundugunu kamtlayiniz.
Asapidaki iddialardan ikisinin dogru,
birinin de yanhg oldugu biliniyorsa, n pozitif tam
sayisim bulunuz:

1) n + 51, bir tam sayinin karesidir;

2) n saysinin son basamag 1'dir;

3) n — 58, bir tam sayimn karesidir.

COZUMLER
H], ABC {i¢cgeninin
yliksekligi olmak iizere, |[BH]| - IAC{ e 18\/— 2 ise,

A.256. 2000%°%% gayia birkag tane ardigik tam
saymun kiipleri toplam geklinde gosterilebilir mi?

Céziim. 1® +:2% + ... + n® toplamm s, ile
gosteréim: 5,%in 7 modunda alab11eceg1 degerleri
hesaplayalim.

s =1+6° —O(mod’{),;
s7 = 0(modT)
oldugundan hern > 71 1(;311 de s, = 8, — T(modT)

mzn(a, c)+mm(b 2003) ola,ca.k Dolayisiyla s,,’in 7 modunda alabilecegi
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degerler sadece 0, 1, 2’dir. O halde (n + 1)’den
m’ye kadar olan sayilarin kiipleri toplam1: s,,—s,
fark1 7 modunda sadece 0, 1, 2, -1, -2 degerleri
alabilir. Diger taraftan 5% = 1(mod7) oldugundan
20002003 =('56)333 . 55 = 52. 52 . 5 = 3(mod7)’dir.
Dolayisiyla 20002903, ardigik sayilarin kiiplerinin
toplam geklinde gosterilemez.

A.257. [BL] ve [4K]

agiortaylar ¢izilmigtir. [KL] de AK C tcgeninin
agiortay: ise, BAC agisin1 bulunuz.

ABC’ tiggeninde

Coztim. L noktasindan BA, AK ve BC
dogrularina, sirasiyla LM, LN ve LT dikmelerini
gizelim (gekil 1). BL aglorta,y oldugunda.n
|LM| = |LT)dir. KL, AKC agisinin a,(;zortay1

oldugunda,n ILT| = [LN |’d1r O halde LM A ve

Dolayisiyla, s(M AL) =
= 60°,

LN A uggenlerl egittir.
s(LAN) = s(KAB)
s(BAC) = 120°'dir.

18°° buradan da

A.258. Okuldaki 15 simftan-toplam 100 kisi .

alindi. En az iki smiftan aym sayida dgrenci
alinmig oldugunu gosteriniz.

Coztim. Tim smiflardan farkli sayida 6grenci
alinmig oldugunu varsayalim ve simiflari alinan
Ggrenci sayisina gore siralayalim: k. siniftan ap
Ogrenci alinmigtir: a; < a3 < ... < ai5. O
halde e; > 0, a2 > 2, .....,a15 > 14 oldugundan
ag+ag+..+a15>14+24+...+14 = -1——5-2—1—:4- =
105 > 100 elde ederiz. Celigki!
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A.259. z pozitif gergel say1 olmak iizere %3— + %
ifadesinin alabilecegi en kii¢lik degeri bulunuz.

Céziim. Aritmetik ve Geometrik Ortalama
arasindaki egitsizligi kullanalim:

3 3
z 6§ —z° 2,22 afzt . 2.2 2
?+5_8+z+z+m24 8 'z = 2”4

z = 2 ahndiginda (-’E; = 2 denkleminin‘

¢Oziimii) 4 degeri elde ediliyor.

dizisinde a; = 2002,a; =

A.260. a,as,as,-..
2001 ve her n > 2 igin @p1 = 32— ise, Ggo02'yi
bulunuz.
- e, — 83 _ as _ 1.
Cozutzl. a3 a_ a1’ 104 =5, o) a5 = ag  ay?
——i—a’a7—'§':a1’08—5§-—a2
oldugundan her n = 1,2, ... i¢in @ni6 = an elde
edilir. O halde aggo2 = Q1996 = ... =04 = o7 =
1
3003 Qir-

Y.2586. 4(a+b+c) = ab+bec+tca egitligini saglayan
tiim a, b, ¢ pozitif tam say1 {iclilerini bulunuz.

Céztim. 4@+ b+¢) = ab+bc+ca &
ab—2a-+bc—2b+ca—2c—2a+4—2b+4—2c+4=
12 & a(b—2)+b(c—2)+cla—2)—2(a—2) ~2(b—
2)—2(c-2)=12& (a—-2)(b-2)+ (b —2)(c—
2) + (¢ — 2)(a — 2) = 12. Denklem a, b, c’ye gore
simetrik oldugundan a < b < ¢ kogulunu saglayan
¢Oziimleri bulup, diger ¢6zlimleri bunlarin permu-
tasyonlar1 olarak elde edebiliriz. 5 <a<b<e¢
olursa, (a—2)(6—2)+(5—2)(c—2)+(c—2)(a—2) >
3-3+3-3+3-3=27 > 12 oldugundan a < 4’tiir.
a=1lise, —(b—2)+(b—2)(c—=2)—(c=2)=12&
B=2)(c—3)-(c—3)=13 (b-3)(c—-3) =
13 & b =4; ¢ = 16 elde edilir. a = 2 ise,
(8 =:2)(e—2)'=12, buradan-da ya b= 3, ¢ = 14;
ya b =4,¢= 8, yada b =75, c =6 elde edilir.

0t g=-8 ise, benzer gekilde (b= 1)(c— 1) = 13 elde

edilir. Bu denklemi saglayan ¢ > b > a = 3
ticliisii bulunmuyor. a = 4 ise, bc = 16, bu-
radan da b = ¢ = 4 elde edilir.. Bdylece tiim
¢oziimler, (1,4,16); (2,3,14); (2,4,8); (2,5,6);
(4,4;4) ticliileri ve bunlarin permiitasyonlaridir
(toplam 25 tane ¢Oziim).

Y.257. ABC’ ikizkenar uggemnde (|1AB| =
|BCY), s(ABC) = 80° dir ve s(OAC) = 40°,
s(OCA) 30° olmak iizere iiggenin icerisinde bir

O noktas: alinmigtir. s(B/O\C) ’yi bulunuz.

[BK] yiiksekliginin OC ile kesigim
O halde

Cozim.
noktasimi P ile gosterelim (Sekil 2).
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s(PTC) = s(P/C\A) = 30°dir, dolayisiyla,
s(PAB) = 50° — 30° = 20°dir, bdylece AO,
BAP acsinin agiortayidir. s(OTD\A) = 180° —
s(APC) = 60° ve s(APB) = 180° — (s(ABP) +
s(BAP)) = 180° — (40°+20°) = 120° oldugundan
PO, APB agisinin aglortayidir. Boylece O, AIA’B

iiggeninin_aglortaylarimin kesigim noktasidir. 0
halde s(BOP) = 180° — (20° + 60°) = 100°’dir.

e

Sekil 2.

Y.258. Digblikey 2002-genin kogelerinde birer
tane bilye bulunur. Her adimda bilyelerden
bazilart aym1 vektér boyunca Stelenebilir. En az
ka¢ adimda tiim bilyeler ayn1 dogru {izerine getiri-
lebilir?

Coziim. Baglangicta her dogru tizerinde en faz-
la 2 bilye bulunur. Ilk adimdan sonra her
dogru tlizerinde en fazla 4 bilye bulunacak vs.,
9. adimdan sonra her dogru iizerinde en fazla
210 — 1024 bilye bulunacak. Dolayisiyla 8 adimda
2002 bilyenin hepsi aymi dogru iizerine getirile-
mez. 10 adimda bilyelerin hepsinin ayni dogru
{izerine getirilebilecegi bir 6rnek verelim. Cemberi
birbirine paralel ve aralarindaki uzaklik egit olan
210 = 1024 tane dogru ile keselim. Kesigim
noktalarindan herhangi 2002 tanesine birer bil-
ye yerlegtirelim. (Bu noktalarbir digbiikey 2002
genin kogeleri olacak)(bkz.Sekil 3). Simdi sol
yaridaki 2° tane dogruyu {izerlerindeki bilyelerle
beraber ¥ vektdrii boyunca Gteledigimizde, tiim
bilyeler sagdaki 2° tane dogrunun {izerinde bulu-
nacak (Sekil 4). Benzer gekilde devam edersek, 10.
adimdan sonra tiim bilyeler aym dogru {izerinde
bulunacak.
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Sekil 3 Sekit 4

Y.259. Artan f : R — R fonksiyonu her zeR
icin f(—2z) = —f(z) egitligini saglar (yani, f tek
fonksiyondur). Herhangi a,b, ¢ sayilan igin a +
b+c=0ise, f(a)f(b) + f(b)f(c) + f(c)f(a) <O

egitsizliginin saglandiim gdsteriniz.

Céziim. F(z,y,2) = f(@)f(y) + f(9)f(2) +
f(Z)f(fL') alalm. F("x7 =Y "Z) = F(:If, y,Z)
dzdegliginden ve F’in z,y,2 degigkenlerine gore
simetrik olmasindan dolay1 ¢ < 0,2 > 0,5 >0
durumu icin f(a,b,¢) < 0 egitsizliginin dogru
oldugunu gdstermemiz yeterlidir. f fonksiyonu
tek ve artan oldugundan her z > 0 icin f(zx) >
0 dir. ¢ = —a — b oldugundan F(a,b,c) =
F@)F®) + f(—a—B)[f(a) + F®)] = F(@)f(b) -
fla+B)f(@) + fB). 0 < f(a) < fla+b) ve
0 < f(b) £ f(a) + f(b) oldugundan F(a,b,c) <0
elde edilir.

Y.2680. Diizgiin 30-genin kogelerine 1’den 30°a
kadar tam sayilar yerlegtirilmigtir. Her adimda
iki komgu say: yer degigtirebilir. Bir kag boyle
adimdan. sonra her sayr tam karsidaki kogeye
gecmigtir. Bu adimlarin en az birinde toplamlar:
31 olan iki saymin yer degigtirdigini kanitlayinz.

Céziim. Her ¢ = 1,2,...,15 sayist i¢in i’'nin bu-
lundugu kége A, 31 — 7 sayisimn bulundugu koge
B ise, AB vektbriiniin D¢ ekseni ile olugturdugu
aciy1 (saat yoniinde) a; (Sekil 5) ve a = E,lil ;
(mod360°) ile gGsterelim.

Her say: tam kargidaki kOgeye gegerse, a agisi
15 - 180° = 180°(mod360°) agist kadar degigir.
Diger taraftan bir adimda toplamlart 31 olan iki
say1 (i ve 31 — @) yer degigtirmiyorsa, bu adim
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sonucu « da degigmez. Gergekten komgu 1 < ¢,
j < 15 sayillarmn yer degigtigini varsayahm.
i,j, 31 — i, 31 — j sayilan srasiyla 4,B,C,D
kégelerinde bulunsunlar (Sekil 6). O halde o,
B; acilar ile, yer degigtirmeden sonraki a,, ,3,-
aglari a.rasmda a§ag1da,k_1 gekilde bir baglant1 ola-
cak. a; = a; + B; a; = aj — 7. Dolay1s1yla,
a;-—{-ﬂ, = a; + fi. Benzer gekilde 1 < 4,7 <150l-
mak fizere, i ve 31—j sayilarimun yer degigmesi du-
rumunda toplamn degigmedigini gbriiyoruz (bke.
Sekil 7). 31 — ¢, 31 — j durumu da aym gekilde
incelenir. Bdylece toplamlar: 31 olan sayilarinin
yerlerini degigtirmeden toplam: 180° degigtirmek
miimkiin degildir. ,

Sekit 6 Sekit7
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YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosuna kabul etmektedir. Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmas: diginda her-
hangi bir ksitlama yoktur. Fikir vermesi
agismdan gu konular: siralayabiliriz:

* Konu sunuglar:. .

* Matematiksel diigiincenin degigik alanla.rdakl
uygulamalanm vurgulayabilecek yazilar.

* VYillardir ¢oziim bekleyerek ya da heniiz
¢Oziilmemig inli problemlerin tanitimi.

* Matematige ilgi duyan Ogrencilerin kendi-
lerini agmasma yardime: olabilecek problemler.

* Matematiksel kavramlar tarihi’ ve matema-
tikgilerle ilgili yazilar.

* Daha saghklh bir miifredat programim
olugturmaya yonelik mceleme, elegtiri ve alter-
natif dneriler.

* Matematik diinyasindan gilincel haberler.-

Gonderilen yazilar aynen yaymlanabllecegl gibi
biitiinligi bozmayacak baz degigikliklerle de
yaymlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif iicreti 6demeye elverigli
degildir. Bu nedenle anlayigla kargilanacagimizi
umuyoruz. Gonderilecek yazilarm bilgisayar or-
taminda yazilmig olmas: (Latex, Word, Scientific
Work-Place), diizgiin ve tam ciimlelerle, Tirkge
dilbilgisi kurallarma, uyularak yazilmasi, beg say-
fay1 gececek yazilarda bdlme noktas: belirtilmesi
gerekmektedir. Yazilar ya bir adet yazicidan
ckmig Srnegi ve bir 3.5 inc’lik diskete kayit
edilmig olarak )

. Matematik Diinyas:
Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii, -
Matematik Béliimii, 35435
* Giilbahce-Urla, IZMIR

adresine posta ile gondemlmeh, ya da
mdunyasi@galois.iyte.edu.tr adresine elektromk
posta ile gonderilmelidir.




