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Insanlar ilk caglardan beri gelirlerini maksimumlagtirma veya harcamalarini minimumlagtirma prob-
lemiyle kargilagnuglardis: Bu e ‘pmbkémler, medeniyetin ilerlemesiyle, kigiler kadar toplumlarmn
da problemi olmusgtur. -Bu problemlerin ¢beiimiine ybnelik galigmalar giiniimiizde optimallestirme
teorisini ortaya ¢ikarm igtir. Bu tec;rinm ugrastzg} pmbiém}er genel bx@:mxyle a§ag1dak1 gibidir.

optf(x) for :z:GXC_B (1)

Burada B bir uzay, X kiimesi B’nin bir altkiimesi, f : X SR bir fonks pt k‘i§;a\,retki maxya
da min olarak anlagilir. Buna gore yukaridaki problem su §ek11ded1r x.degigkeninin X kumesmdekl,
hangi degeri icin f fonksiyonu minimum ya da maksimum degerini alir ve bu deger nedir? Ornegin,.

f(z) = z? olmak iizere X = {z| —1 < z < 1 } kiimesi iizerinde f fonksiyonunun minimumunu
bulunuz (maksimumunu bulunuz).

Bu ¢ok basit bir 6rnek olmasina ragmen problemde f, X ve B farkli ahindiginda daha zor ve karmagik
problemler ortaya gikar. B uzay1 R, R" vb., X kiimesi sonlu, konveks, acik veya kapali, tim uzay vb.,
f fonksiyonu dogrusal, konveks, tiirevienebilir olabilir. Ornegin, f dogrusal, X C R" bir cokyiizlii
alinirsa dogrusal bir optimallegtirme problemi ortaya ¢ikar. X tamsayilar kiimesi secilirse, problem
biraz daha degisip Optimallestirme teorisinin tamsay: programlama denilen bir dalna girer. Daha
farkli degigiklikler yaparak optimallegtirme teorisinin daha karmagik dallarina, sonsuz boyutlu opti-
mallegtirme problemlerine girilebilir.

Optimallegtirme Teorisi klasik analizin bir dah olarak ortaya ¢ikmug ve buna Newton, Lagrange, Euler,
Schneider, Dirichlet ve Weierstrass gibi iinli matematik¢ilerin biiyiik katkilar: olmusgtur. Bilgisayar
teknolojileriyle birlikte bu teori son 50 yilda daha biiyiik hizla geligmigtir.

Klasik analiz yontemleriyle (1) probleminin basit hallerinin incelenmesi, lise kitaplarinda da an-
latilmaktadir: tiirev konusunda tiirevienebilir bir fonksiyonun bir bélgede minimum ya da maksimu-
munun bulunmas: gibi. Bu yazida geometri ile ilgili optimallegtirme problemlerinden bahsedecegiz.
GEOMETRIK OPTIMALLESTIRME PROBLEMLERI: Geometride kargilagilan
optimallegtirme problemlerinin biiyiik bir kism, agagida gbreceginiz gibi, belirli bir bolgede optimal
noktay1 ( yada noktalari) bulma problemleridir. Bu tlir problemlerin 6zel geometrik yontemlerle
incelenmesi biiyilik yarar saglamaktadir. Ornegin,

Problem 1: A ve B noktalari, £ dogrusunun zit taraflarinda olsunlar. Bu durumda, £ {izerinde olan,
A’ya ve B’ye uzakliklar: farkinm mutlak degerini maksimum yapan noktay: bulunuz.

Verilen ¢ dogrusu x ekseni, noktalar ise A(ai, az) ve B(by,bs) olmak {izere bu problemi (1) blglmlnde
gbyle ifade edebiliriz: f(z) = |\/(z — a1)? + @22 — /(z — b1)? + by?| fonksiyonunu maksimum yapan
C(z,0) noktasim bulunuz. Goriildiigi gibi bu problemin klasik analiz ybntemleri ile incelenmesi
bayag zor olmasina ragmen, geometrik yéntemlerle ¢cok basitce ¢oziilebilir:

Sekil 1‘de B’ noktast £ dogrusuna gore B noktasina simetriktir. £ {izerindeki her ¢’ noktas: i¢in
IAC'| - ["BI| = ||AC"| ~ [C"B'|| < |AB'| = ||AC| - |B'C|| = ||AC| - |BC]| = C noktas: optimal
¢Oziimdiir. - ,
Eger B ve A noktalari simetrik ise, £ tizerindeki her C noktast i¢in |[AC| — |[BC| = 0 olur. A ve B
noktalar: £ dogrusundan -aym uzaklikta, fakat simetrik degillerse, problemin ¢6zlimii yoktur.

Bu smiftan olan klasik iki probleme daha bakalim.

Problem 2: Kogeleri verilmig ABC {icgeninin kenarlari tizerinde olmak {izere en kii¢iik ¢evre uzunlugu
sahip ti¢geni bulunuz.
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Sekil 1

Sekil 2.

aha sonra diger

Coziim: Once dar ag kargsindaki AB ken nre
ylug*una sahip

kenarlar {izerinde Gyle X ve ¥ nokt
olsun. P’ ve P" noktalari, P nokt

goriildiigi gibi YPX" u(;genm
aym olacaktir. Bundan dolayr alinacak optim gra p gas
Dolayisiyla gekilde desgbrildiga gibt MNP iicgeni istenen ezelllgl saglar. LP”C’P’ =2LC < 180°
oldugundan P’P”dogm pargasy: AC e BC parcalar: ile:kesigir. : ‘
Simdi P noktasint Syle segelim ki P'P" dogru parcasinin uzunlugu en kiiciik olsun. ZP"CP' = 2/C
ve P noktasina bagh olmadig icin ikizkenar P'C'P" {iggeninin en kiiciik tabam1 CP' = CP kenarinin
en kiiciik olmast halinde saglanir. Bunun icin de CP_LAB olmast gereklr Dolay1s1y1a Py noktasi
he’'nin tabanindadir. N ‘

Burada iki durum daha stzkonusudur.

I. A ve B de dar ag olabilir, yani iicgen dar acili liggen olabilir. Bu durumda h nin taban1 AB
parcasindadir. Ucgen dar a@h licgen oldugundan ¢oziime AC ve BC kenarlarindan baslayabilirdik
ve bu halde My ve Ny noktalar: da sirasiyla h, ve hy’nin tabanlar olacaktir. Dolayisiyla dar acili-
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ticgen igin optimal ¢ozlim yiiksekliklerin tabamdir.

I1. LA > 90° (veya LB > 90°) olabilir. Bu durum yozlagma halidir, yani P, = 4 = Ny olur. Bundan
dolay1 cevre uzunlugu 2| AMy| olan AAM, {icgeni alimir.

Bu problem daha genel haller igin de g¢bziilebilir. Bunu okuyucuya bir aligtirma, olarak birakiyoruz.

Problem 2’ : m, n,p pozitif reel sayilan ve bir ABC {iggeni verilmig olsun. Kogeleri ABC {iggeninin
kenarlar: {izerinde bulunmak koguluyla Syle bir. XY Z figgeni bulunuz ki, mIX Y|+n|XZ|+ plZY]
ifadesi en kii¢iik olsun.

Problem 3: Diizlem iizerinde verilmis ABC {i¢geninin kﬁﬁelermden uzakliklart toplam: en az olan
noktay1 bulunuz.

Sekil 3a

=1120° ( veya LA > 120°) olur. -
iir ve c optlmal nokta olur (benzer gekilde -

adiffini gosterelim. X, ABC iiggeninin diginda bir nokta
14} + [ X1 B| + | X1C| < |XA| + | XB| + |XC)| esitsizligini-
dugu kolayca gosterilebilir. Bu durum, X noktas: C agisim
Jve 3(c)'de goriiliir. Benzer §ek11de dlger A ve B agilan icin de aym

mésinjn incelenmesini okuyucuya birakiyoruz: ‘
T4k P pozitif reel sayilari ve ABC {iggeni verilmis olsun. Bu durumda ABC icgeninin
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Sekil 3b ve 3¢

verildigi diizlem {izerinde &yle bir nokta bulunuz ki, bu noktanin 4, B,C k0§elennden uzakliklarinin,
s1ra31yla, m,n, p ile carpimlarinin toplami en az olsun.

Not 1. Her bir geometrik optimallestirme problemi belli bir fiziksel, ekonomik, biyolojik vb. prob-
lemin matematiksel modeli olabilir. Ornegin, problem 3’ ekonomik bir problem bigiminde goyle
sGyleyebiliriz: Yapilmas: planlanan firetim merkezi {iriinlerini belli A4, B,C tiiketim merkezlerine
m, n, p oraninda dagitmalidir. Sézkonusu {iretim merkezi nerede yapilmalidir ki, yol masrafi (ulagtirma
masrafi) en az olsun.

Burada, bu konuyla ilgili birkag ahgtirmanin okuyucula.nmlz icin ilging olacagmi diiglinliyoruz.
ALISTIRMALAR

P1. Bir aq1 ve iginde bir nokta verilmigtir. Bu nokta.da.n‘ﬁylé bir dogru geciriniz ki,

a) alinan {icgenin alan: en az olsun; .

b) ahnan {icgenin cevresi en az olsun. R

P2. Agagidaki kogullart saglayan en kiigiik cevre uzunluguna, sahip olan ABC iicgenini bulunuz:
a) A ve B noktalar: sabit olup, C kogesi verthg bir £ dogrusu tizerindedir.

b) A noktas: sabit olup, B ve C s1ras1y1a, venhmg £ ve m dogrulan Gizerindedir.

c) A, B ve C noktalari, sirastyla, verilmig £,m ve n dogrular: {izerindedir.

P3. Verilmig bir ABC {iggeni i¢inde, agagidaki kogullar: saglayan noktalar bulunuz:

a) Kége noktalarina olan uzakhklarinin karelerinin toplami en az olsun;

b) ] Kena,rla.ra. olan uzakliklarinin karelerinin toplami en az olsun.

P4. Venlnug bir ¢emberin icine §1z11eb1lecek kenar uzunluklarinin karelerinin toplami en biiyiik
olan {iggeni bulunuz

P2(c problemleri benzer gérﬁnmelerine ragmen, farkls problemlerdir.

ada ucge “bircok problemi dortgen, beggen ve diger gokgenler ic;m de nyguﬁia
bicimde gene ) o
[1] D.O. dm, Geometrigeski nera venstra i zadagi na m&ksi*




