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Bu yaziyla amaclanan asal sayilarin uygulama a.lanlarml ve bu a.la,nda, son zama.nlardakl geh§meler1
tamtmak ve ikiz asal sayilarn bulmak icin bir algoritma vermektir. ‘

Bir zamanlar ilgi gérmeyen alanlardan biri olan carpanlara ayirma caligmalari, gifreleme ve bil-
gisayar giivenligiyle ilgili oldugu ic¢in bugiin matematigin en popiiler alanlardan birisidir.

Giinlimiizdeki bilgisayarlar, son derece hizli olmalarina ragmen biiyiik sayilarin carpanlarini dogru-
dan bulmay: bagaramiyorlar. Bu, bir tamsayiy: ¢arpanlarina ayirmak igin gimdiye kadar etkin bir
yOntemin bulunamamasindan kaynaklanmaktadir. Bu tiir algoritmalarin olmamasindan dolay: farkl-
sifreleme sistemlerinin kullamlma olanag ortaya cikmmgtir. Eger boyle algoritmalar bulunursa bu
sistemlerin hepsi ¢oker. ' ‘

Boylece bazen bir algoritmanmn olmamasi onun olmasindan daha yararh olabilir. Bu, belki de
insanligin, matematigin bagarisindan ¢ok bagarisizligindan yararlandig: tek durumdur. :

2. Aéal sayilar

Sayma sayilarina pozitif tamsayslar denir. Bu kﬁzﬁeyi

S ={1,2,3,4,5,6,7,8,,9,10,11,...}

ile gbsterelim. Yalnizca 1 ve kendisi ile tam olarak (yani kalan birakmadan) bolunebllen ‘tams
asal sayslar denir. Ornek olarak 5, 11 veya 23" verebiliriz. Bu tiir sayilarn so
bilinmektedir. -

6k-lid (Euclides) Teoremi: Sonsuz tane asal say1 vardir.

Asal sayilar kiimesini
P ={2,3,5,7,11,18,17,19,
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olarak gdsterelim. Bunlarin diginda kalan biitiin tamsaylara bilegtk sagplar denir. Biitiin bilegik
sayilar kendilerinden daha kiigiik olan tamsayilarm carpimlarindan elde edilebilirler; Srnegin 72 says
8 ile 9’un carpmmindan elde edilir. Daha kii¢iik olan bu tamsayilara, bliylik saymin carpeniary denir.
Bunlar arasinda daha 6zel olan carpanlar bulunur; asal ¢arpanlar. Yukaridaki orne len 8
ve 9 un her ikisi de asal olmadifindan onlarin her biri tekrar ¢arpanlarina ayrilabilir.. ¢ lara
ayirma sonucu elde edilen sayilar icinde sadece asal carpanlar kalana kadar carpanlarina ayirma iglemi
siirdiiriilebilir. Bilesik say1 olan 72 igin iglem 72 = 2 x 2 x 2 X 3 x 3 = 2% - 3? ifadesine ulagilncaya
kadar siirdiiriilmiigtiir. Burada ii¢ tane 2 ve iki tane 3, 72 saywsimn asal carpanlandir. Asal carpanlar
dzeldir; ciinkii her bilegik say1 icin bir tane ve sadece bir tane asal carpanlar takimi vardir. Bu
nedenle asal sayilar, biitiin diger sayilarin onlarin ¢arpimi yoluyla elde edildigi atomlardir (veya en
kiigiik parcalardir). . v o

© Aritmetigin Temel Teoremi: n .> 1 olmak {izeré, her bir n pozitif tamsayisi
N=p; P2 D58>1

geklinde p1, po, . piasal sayilarinin carpimi olarak yazilabilir. Bu yazihg, carpanlarin siras: goz 6niine
alinmazsa, tek tlirliidiir.

Bu 6zellige, pézétif tamsayilarn tek carpanlama (factorization) teoremi denilmektedir. Bu ayrilig
geklini yeniden{‘dﬁzenlemek ve yalniz farkli asallar almak suretiyle

§ b1k E
n=p; Dy .. Ds'

yaiabiliriz. Burada k; > 1 ve pl,bg, ..., py Tarkh asallardir.

Not 1: 1 sayist ne asal, ne de bile§ik sayidir.

3. Asal sayilarmn bulunmas: algoritmasi iizerine

Eski zamanlardan beri matematikgiler asal sayilarla ilgilenmiglerdir. = Asal sayilarla ilgili temel
problemlerden biri, verilen bir saymin asal olup olmadigim kontrol etmektir. Sifrelemede genig gekilde
kullanildig icin bir sayinin asalliginin testi 6nem kazanmigtir.

Antik Cinlilerden ve Yunanlilardan baglayarak ¢ok kigi asallig1 test etmek icin efektif bir algoritma
bulmaya ¢aligmigtir. Asallifin testi icin ilk ydntemi M.O. 240:y1llarinda Erastotenes: (Eratosthenes)
. Onermisgtir. e SN R ERRe s Lot ,

Erastotenes Kalburu (Elegi): Verilmig bir n sayisindan biiyiik olmayan asal sayilar tablosunu
yazmak i¢in 2’den baglayarak n’ e kadar t&msayilar dizisini yazahm. - :
; %

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...,n. \
Dizinin ilk sayisi olan 2 asaldir. Bu dizide 2’den sonraki sayilar icin, birer atlayarak 4, 6, 8,... i
{yani 2’nin katlarini) silelim. Bu iglemden sonra kalan ilk silinmemis sayr 3 olur ki, o da asaldir,
ciinkii 2’ye boliinmez. 3'{i silmeden ikiger atlayarak 6, 9, 12, 15,... i (yani 3'in katlarim) silelim.
Cift say1 olduklart i¢in bunlardan bazilar1 dnceden silinmigtir. Sonraki adimda ilk silinmemis say:
5°dir ve o asaldir; clinkii 2 ve 3’¢ béliinmez. 5% silmeden dorder atlayarak 10, 15, 20, ... i (yani

5’in katlarini) silelim. Yine bu sayilardan bazilar1 2’nin, bazilar: 3’lin kat: olduklarindan daha Snceki k

adimda silinmigti. Simdi en kiiciik silinmemig say1 7’dir ve o asaldir, ¢iinkii ondan kiiciik asal sayilara,
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yani 2, 3; ve 5% boliinmez. Béylece n’ den kii¢iik asal sayilarin tablosu /n’i gegmeyen sayllann
katlarinin silinmesiyle (bagka deyigle elenmesiyle) biter.

Bu algoritmay1 verilen bir n sayisim carpanlarima ayirmak icin de kullanabiliriz. Ornegin 60 say1st
verildiginde, en kii¢iik asal sayidan baglayarak sirasiyla asal sayilardan her birine (yani 2, 3,5, ...)
béliiniip boliinmedigi test edilir. Burada 60’1 bdlen ilk say: en kii¢lik carpan olur. Bu sayiy1 bulduktan
sonra aym siliveg tekrarlanarak daha biiyiik asal ¢arpanlar bulunur. Say1 biiyiidiikge ¢arpan bulma igi
de zorlagir Buna ragmen bu ySntem en azindan ilke olarak her tamsayiya uygulanabilen bir yontemdir.
Eger sayimn karekokiine kadar olan biitiin asal sayilar denenmig ve bir carpan bulunmamigsa, saylmn

" kendisinden ve 1’den bagka ¢arpan: yok demektir; dolayisiyla bu bir asal sayidir.

Yukarida, verilen kaba kuvvete da,yanarak ¢arpanlara ayirma yonteminin uygulanmas: basamak
sayis1 arttikca daha da zorlagir. Ornegin 219 — 1 sayisimn ondalik ifadesinde 58 basamak vardir.
Giiniimiizde her nanosaniyede (milyonda bir saniyede) bir bolme iglemi yapabilen en hizh bilgisayarlar
kullanildiginda bile, gbsterilen yontemle carpanlar: bulmak 35.000 yallik bir bilgisayar stiresi gerektirir.

Biiyiik sayilarin ¢arpanlarinin bu yontemle elde edilemeyecegi agikardir. XVII yiizyilda Fermat 'in
kiiciik teoremi olarak bilinen teorem ispatland: ve carpanlara ayirma igleminde yeni bir sayfa acilmig
oldu.

Fermat Teoremi: p asal sayi ise, her a tamsaysi i¢in p, (a? — a)’y1 béler.

Ancak bu teoremin tersi Carmichael sayilarn igin gecerli degildir. Bu sonug asallifi test eden al-
goritmalar icin ¢ikig noktas: olmugtur. 1976 yilinda Miller, sonra da Rabin Genigletilmig Riemann
hipotezine dayanan ve hizh caligan, olasilikli algoritmalar lirettiler. O zamandan bu yana bu konuda
pek ¢ok algoritma Onerilmigtir. Bunlara 6rnek olarak 1983’de Adleman, Pomeiance ve Rumely algo-
ritmasim gosterebiliriz. 1986’da Coldwasser ve Kilian eliptik egrilere dayanan bir algoritma 6nerdiler.
Asallif test etmek i¢in en son algoritma 2002 yilimin Agustos ayinda Hindistan’in Kanpur kentindeki
Teknoloji Enstitiisiinde Manindra Agrawal ve onun Ggrencileri tarafindan Onerilmigtir. Algoritma

polinomial zamanda caligir (karmagikhig1 O((logn)'?) dir). Bu calismasiyla Agrawal Clay aragtirma
6diiliind almugtir ve Fields madalyasini almaya adaydir.

Sayilar: carpanlara ayirma algoritmasina 6rnek olarak Pollard, Lensta ve Pomerance algorit-
". malarim g8sterebiliriz. Carpanlara ayirmanin zirvesi, *tek bir siiper bilgisayar”la degil, bir¢ogunun
ortak ¢abasiyla bagarimigtir. En son egilim, cok sayida farkh bilgisayarin hesaplamalarin bir araya
getirme y6niindedir. Bunlarm her biri tek bir ¢arpanlara ayirma probleminin ayr: yonleri {izerinde
(genellikle yogun olmayan gece saatlerinde) galisir. Daha sonra yaptiklarim birlegtirmek icin bunlar
elektronik posta yoluyla bir biigi iglem merkezine bildirir.

Bu yaklagimin en bagarih sonucu olarak GIMPS (The Great Internet Mersenne Prime Sea.rch},;
farkl {ilkelerde binlerce bilgisayar: 2,5 sene kullanarak 14 kasim 2001 tarihinde 4053946 basamakli
213466917 _ 1 gayisini, yani 39. Mersenne asal sayisimi bulmugtur. Bu sayinm asal olup olmadigim
kontrol etmek 45 giin stirmiigtiir.

- Not 2: My = 2" — 1 geklinde gosterilebilen asal sayilara Mersenne asal sayslors denir. Yukaridan
anlagildiffs gibi gimdiye kadar 39 tane bdyle say: bulunmustur: M = 2> -1 = 3,M3 = 2% -1 =
= 31, My = 27-—1~12’2'vs

~ teonsmde ilk ba,kxgta cok basﬂ; gibi gbriinen fa,rkh sorularla ka,rﬁﬂa.smz Fakat bunlar-
kolaylikla cevaplanabilir. Ornegin en kiigiik iki asal say1 olan 2 ve 3 asal sayilar: ardigik
rdir. Buradan akhmiza gu soru gelebilir: Aym gekilde ardigik olan bagka asal sayilar
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var mudir? Bunun olmadigm kolaylikla gosterebiliriz. Iki ardiguk dogal sayidan birisi mutlake ift
sayidir. Sadece 2 sayis1 ¢ift asal say1 oldugundan bu saymnin asal olmadigim sdyleyebiliriz. Ancak bir
cok ardigik tek sayilar vardir ki, ikisi de asaldir, 6rnegin 3 ve 5, 5 ve 7, 11 ve 13, 17 velli, 28 ve 31,
41 ve 43 ve digerleri. Bu tiir ikililere ikiz asal sayslar denir. 30 milyona kadar 152892 tane tkix asal
say1 ikilisi vardir. Ikiz asal sayilar kiimesini

PP = {3,5,7,11,13,17,19,29, 31,41,43, ...}

ile gOsterelim. Cok eski zamanlardan beri bu kiimenin sonsuz olup olmadig1 problemi aragtinimaktadir
ve giiniimiize kadar bu problem ¢dziimlenememigtir. Yani biz 2 sayisinin sonsuz yolla iki asal sayinin
fark: gibi gosterilebilecegini ispatlayamiyoruz.

Her cift sayinin sonsuz yolla iki asal sayimin fark: gibi gosterilebilecegi diglintilmesine ragmen
bunun hi¢ olmazsa bir yolla yapilabilecegi bile ispatlanamamasina kargin bu bir ¢ok ardugik ¢ift sayilar
icin gosterilmigtir. Ornegin 2=5—-3,4=11—7, 6 = 29 — 63, 8 = 97 — 89, 10 = 149 — 15¢.

Asal sayilar teorisinde buna benzer kolay gibi goziiken, fakat daha ispatlanamanug ylizlerse prole
lem vardir ve bu problemler giintimiizde bir ¢ok matematik¢inin ilgisini ¢ekmektedir.

4.1. ikiz Asal Sayilar ﬁieriné Baz Teoremler
LS={lll=6n+tlne ;S'} geklinde gosterelim. Buna gore agagidaki teoremler dogrudur:

Teorem 1. PP\ {3} C LS.

K® = {k|ly =6k+1 € PAl, =6k —1 € P} geklinde gbsterelim. Buna gbre agagidaki teorem
dogrudur:

Teorem 2. Im,n € S,k=6mntmxn=k¢ KS.

M ={klk=6mntmtnm=jj€S,nes}=
={klk=(65-n*j,ne S}U{klk=(6j+n=*j,neS}
geklinde gosterelim. érnegin; “
j=1= M ={klk=5nx1neS}uU{klk=Tnx1ne S5}
j22=>M6={k{k= lin+2,ne S}U{klk=13n+2,n € S}
j=3=M{={kk=1Tn+3,neS}U{klk=19j+3,n€ 5}

Af = {k € SI6i -2 <k < 6(+1)° =26+ 1),i € 5}

M;? NAS = ‘ Pi';, AS\ U;’.__;ng.i =P ve P8 = u;’f_ng geklinde gosterelim. Buna gire i
teoremler dogrudur: ~ e E R e ‘

Teorem 3. Pf C'K%i=1,2,3,..

. P§ ={1,2,3} kabul etsek agagidaki teorem dogrudur.
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Teorem 4. K® = {1,2,3} U (UR, Pf) = P§ U P® = U PF
Agagidaki problemler bu konuda agik problemlerdir, yani heniiz ispatlanamamigtir.

Problem 1. [P%] = co?
Burada | P%|, P® kiimesinin eleman sayisim ifade etmektedir

Problem 2. s > 3,5 € § igin |P?| = 00? : e
Yukarida P* kiimesi M?, A?, PF, Pf ve P kiimelerinin ifadelerinde 6 yerine s yazilarak elde edilir.

ir 445

4.2. Ikiz Asal Sayilar1 Bulma Algoritmas: :

Bu boliimde, yukarida verilmig teoremlerden yararlanilarak ikiz asal sayilar bulmak i¢in bir al-
goritma Onerilmigtir. Bu algoritma 6nceden verilmig bir M sayis1 1gm (6M + 1) den kiigiik tim ikiz
-asal sayilar bulmaktadir.

Algoritma
0 M sayisene oku
1 n=1
2. Ay ip=6n2-2n
3. iz = iy + 12043
4 i = i’q
5. Ageooo k=1
10, ks = i(mod ki)
11. Eger (ks = k) veya (ks = ks) ise, As'e git
12. ks = i(mod k2)
13. Eger (k¢ = k) veya-(k = k3) ise, As'e git
14. k=k+1
15. Eger (ks 5. k) ise, As'e git
16. Ch=6i-1
17. L=6i+1
18. I ve ly'yi yaz
19, As: i=i+1
20. Eger (i < ig) ise, Ag'e git

21. n=n+1
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22. Eger (n < M) ise, A;'ye git
23. Dur

Bu algoritmamn ¢aligmas: sonucunda 6nceden verilmig bir M sayis: icin M’ den kiiglik olan ve
boliim 4.1’de tammlanmg olan K® kiimesinin elemanlar: olan i’ ler bulunur ve bu #’lerden [ = 6i — 1
ve Iy = 6i + 1 ikiz asal sayilar1 hesaplamr. Bdylece (6M + 1)%e kadar olan biitiin ikiz asal sayilar
hesaplanmig olur. Bu algoritmadan yararlamlarak M sayisim arttinp istedigimiz biiyiiklikte ikiz asal
sayilar bulabiliriz.

Not 3: Giintimiizde bilinen en biiyiik ikiz asal sayilar 51090 basamakli 33218925 x 2169690 4+ 1
sayilaridir. Bu sayilar 28 Eylil 2002 tarlhmde bulunmusgtur. .

5. Alistirmalar. .

1. 3’ ten biiyiik olan her asal sayinmn 6k + 1 veya 6k — 1 geklinde gisterilebilecegini ispatlayiniz.
2. 3’ ten biiyiik olan her asal sayinin karesinin 12k + 1 geklinde gosterilebilecegini ispatlayiniz.
3. Bir asal sayinin 30’a béliimiinden kalanin da asal say1 oldugunu gosteriniz.

4. n > 2igin 2® — 1 ve 2" 4+ 1 sayilarin ikisinin de aym zamanda asal say1 olamayacaklarim
gosteriniz.

5. p ve p? + 2 asal sayilarsa, (p® +2)’nin de asal say1 oldugunu gosteriniz.

6. Kaynak web siteleri iizerine
Asal sayilar konusunda ve benzer bilgileri agagidaki web sitelerinden 6grenebilirsiniz:

1. http://www.biltek.tubitak.gov.tr/asal : Bu adreste bazi asal sayilar ve baz ift sayilarin iki
asalin toplami geklinde yazihiglarinin listelerini bulabilirsiniz.

2. http: / /www utm. edu/research/prmes ; Asal sayilar hakkinda bilmek xsteyecegxmz bir ¢ok gey
ik en en bfiyiik asal sa;y'ﬂar, biiyuk gayilarin asal

‘3. http: / / www.eff. org/ coopawards/award»pmme«mles html EFF’mn en buyuk asal sayr rekorunu
kiranlara verdigi 6diillerin detaylannr bu sitede bulabilirsiniz

4. http://www.cse.iitk.ac.in/news/primality.html

EFF (Elektronic Frontier Foundation - ” Elektronik Simirlar Vakfi”) ashinda, bilgisayar diinyasmda
ozgiirlikleri savunan bir vakiftir. Vakfin biiylik asallarla ilgisiyse, veri iletigiminde kullamlan baz
kriptografik tekniklerin biiyiik asal sayilar: kullanmalaridir. Vakif, asallar hakkinda aragtirmalar
tegvik ederek kriptografik teknikleri giiclendirmek amaciyla bu tip sdiilleri veriyor.

EFF’ in verdiyi odiilleri burada ilan edelim: 10 milyon ondalik basamakh ilk asal sayiy: bulana
100,000 dolar, 100 milyon basamakh ilk asal sayiy1 bulana 150.000 dolar, bir milyar
sayty1 bulana 250,000 6diil verilecek
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