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ZAMAN SKALASINDA TEMEL ANALIZ

Abhmet Yantir
IYTE, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, Urla, IZMIR e-posta: ayantir@likya.iyte.edu.tr

1990’ i yillarin en gozde caligmalar: Zaman Skalas: {izerinde yapilan caligmalardir. Ilk kez 1988
yilinda Stefan Hilger’ in doktora tezinde tanitilan Zaman Skalas: en genel anlamyla siirekli ve ayrik
olan analizin birlegtirilmesidir. Zaman Skalasi {izerinde yapilan ¢aligmalarin biliylik bir kismu adi
diferansiyel denklemler ve dinamik sistemler {izerinde yogunlagmigtir. Bu ¢caligmada zaman skalasinda
tiirevin nasil tanimlandigl ve bu yeni tanima gore tiirevin Gzelliklerinin nasil gekillendigini ispat ve
Orneklerle aciklamaya caligacagiz.

T reel sayilarin herhangi bir kapal alt kiimesi olsun. T’ yi zaman skalas: olarak a.dland1racag1z

Reel sayilar
d(z,y) =|z -yl Vz,y € R

metrigine gore tam uzay oldugundan ve T kapali oldugundan T kiimesi de aym metrige gore tam
uzaydir.
ileriye Sicrama Operatorii:

Vt € T ; t < mazT; olmak lizere ¢’ y1
o) =Inf{s:se€T,s>1}

Seklinde ifade edehm Bu durumda oyle 8pn, € T vardir ki s, = o(t). T kiimesi kapah oldugundan
o(t) eT. " )
Tanim: o : 7T - T operatoriine ileriye sicrama operatorii denir.
T=R durumunda o (t) = ¢, T=Z durumunda ise o(t) = ¢ + 1’ dir.
Aynica o (MazT) = MazT seklinde tanimlanir. i
Tanmm:  Eger o(t) = ¢ ise ¢’ ye sag yogun nokta, o(t) > ¢ ise t’ ye sagy vilmig Eﬁ:a denir.

Geriye Sigrama Operatoriis

Vt €T ; t < mazT; olmak {izere p’ yu
p(t) = Sup{s:s €T, ot e
Seklinde ifade edelim. Bu durumda &yle s, T kilmesi kapali oldugundan
pt) eT. \
Tanum:
T=R durumunda p(t) = ¢, T=Z
Ayrnica o(MinT) = MinT §ek1i |
Tanim:  Eger p(t) =t ’ yo yogun nokf;a, p(t) <1t ise ¢’ ye sol yayilmig nokta denir.
Bu tanimlara gére akla gu il soru gelebilir:
1) Hangite T igin plo®) =t dir ?
a) - Eger ¢ saf yayilnug ise ve b) Eger ¢ sag ve sol yogun ise
2) Hangite T icino(p(t)) =¢ dir ?
a) Eger ¢ sol yayilmig ise ve b) Eger ¢ sag ve sol yogun ise

T - {MazT} , mazsT <oco ve o(MazT)> MazT

Tanum: Tk =
1 { T, diger durumda
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T T - {MinT} , MinT <-00 wve p(MinzT) < MinT
k= T dijer durumda

T** ya A-tiirevlenebilirlik bolgesi, Tx’ ya ¥ -tiirevlenebilirlik bdlgesi denir.
Zaman Skalasinda Tiirev
Tanmn: f:T — C bir fonksiyon, ¢ € T* ve a € C olsun. Eger

_ If(@(®) - £(8) — a[o(t) — ]| < elo(®) — 8|, Vs € Up-
olacak gekilde t’ nin bir U; komgulugu varsa f fonksiyona t noktasinda A-tiirevlenebilir bir fonksiyon,

a’ ya f fonksiyonunun t noktasindaki A-tiirevi denir ve a = f2(t) ile gosterilir.
a = fA(t) = lim, ‘K‘L()'g—uf o-o.tt :f -

6rneklér: A

1) T=Rolsun. O halde f2(t) = limys He@)-ie
= lim,¢ 28=1E = 7/(2)

2) T =Z olsun.O halde f2(f) = lim,_¢ ﬂg(%)gﬂl
' — fim,_,, LED=F)

t+1—s .
= [+ 1) - f) =DF0)
8) T keyfi bir uzay,f : T — C bir fonksiyon ve f®) =a, ViteT olsun.
f A(t) = limgye ©F 0)=i(s)

FOED
: = limee 525 =0
O halde sabit bir fonksiyonun tiirevi 0’ dir.
4) ' T keyfi bir uzay,f : T — C bir fonksiyon ve f(t) =1, V¢ € T olsun.

FA() = lim, -, {EGR=LE

» = limgy¢ E%))%z = 1
5) T keyfi bir uzay,f : T — C bir fonksiyon ve f@&y=1, VvieT olsun.
k f A (t) =limgse Hetn=i(s) aa:t):;‘ =
22

—8

_ lim,_,, CO=COD _ ) 1

o(t)—s

1 .
8) T =Ng =_{\/ﬁ:nGNo={0,1,2,~--}}Ve‘f(t)=t2 olsun.
t=yn=>n=1¢
o) = o(v/A) =n+1= & + 1’ dir. O halde (£%)* =t+/82+1
7)T = {2 : n € No} ve f(t) =¢* olsun.
=2=>n=2
at:u%=%1=t+§’dir.Qhalde(tz)A=2t+§.
8) T=N}={¥n:neNo=1{0,1,2,-}} ve f() = £ olsun.
t=YR=>n=t |

: o(t
= hms-—)t O'(t
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o(t) = o(¥n) = ¥/n+ 1= V8B + 1’ dir..o halde (2)* =t + V3 + 1’ dir.
9) T keyfi bir uzay, f : T — C bir fonksiyon ve f(t) =+/%, Vi€ T olsun.

FA®) = limyoy HoLY=1)

NaoRYG

= lim,.y o{t)—s

o gf(t)—ﬁ
—hmaﬁt CGOEVOICI O™

= Voo

t=MaxT Halinde A Tiirevin Anlam

A tiirevi T = T — {MaxT} {izerinde tanmimladik. Burada su soru sorulabilir: “Acaba ¢ = MazT
noktasinda A tiirev icin ne sGylenebilir? ”

[flo@®) — F(s) —alo(®) — 5] < €lo(t) ~ 3| Vs € Uy
t = MasT = Uy t nin kiiciik komgulugu yalniz t noktasmi icerir. O halde yukaridaki egitsizlikte s
yerine yalmzca t konabilir. Bu durumda yukaridaki egitsizlik
= 1£(e(®) - £2) - alo(®) — ]| < elo(t) - 1
= |7()) = £(&) — alt — €] < et — ]
=0<0
halini alir ki; bu da &’ nin her degeri i¢in saglanir. O halde tiirev tek tiirlii belirlenemes.

Onerme:  ty # MinT', o(to) > to ve p(to) = to. Budurumda o(t) fonksiyonu ¢ = to noktasinda
A tiireve sahip degildir. »

ispat: a= f2() = c®(to) oldugunu kabul edelim.

= |lo(o(to)) — o(s) — alo(to) — ]| < €lo(ty) — 3 Vse U
i)to € Up oldugundan s = ¢y secilebilir.
lo{o(t0)) — o{s) — alo(te) — to]] < elo(to) — to] Ve € Uy,

her ¢ degeri i¢in gecerli oldugundan € — 0 igin limit
o(o(to)) — olto) — a[o(te) — to] = O olur. Yani;

_ olet) o)
o(te) ~to

dir.

ii) to sag yayilmig ve sol yogun oldugundan s € Uj
8’ ye yeterince yakin £ lar igin 8 — £y = o(8) =+
lo(a(to)) — to — alo(te) — to]| < €|o(ty) — 1
her € degeri icin gecerli oldugundan e~ 0 i
a(o(te)) — o(to) — a[a(to) to] =

1 solundan secilebilir ve

(i) ve (11) den o(to) = to Bu bir gehgkxdxr Bu dummda kabuliimiiz yanhgtir. O halde (%), £
noktasinda A turevlenemez
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Onerme: f:T — C fonksiyonu T* da A tiirevlenebilir bir fonksiyon ve ¢ € TF olsun. Bu

durumda a = fA(¢) tektir.
Ispat : a1 = f2(t) ve as = f2(t) oldugunu kabul edelim.

= |flo®) — f(s) —ai[o(2) — s]| < €lo(t) — 3] VseU}, Ve>0
= |f (o)) — f(8) — a2[o(t) — s]| < elo(t) — 5| Vs eU?, Ve>0.
U; = UL (U olsun. Bu durumda her iki egitsizlik de saglanacaktir.

=>|f("6tt :fs —a1| <e Vse U}, s#o(t)

= [HEP=LE) —a5) < e Vse Ui, s#o(d)

= Vs € Us; |o1 — az = oz — ap — LEP=1C) o=
= |a1 - azl < Iﬁzé%}fiﬂ - 0'1! + If aozt):irs - azl

= lag —a2) <e+e=2¢
=2>a—a=0 a1 = ay :
Teorem: f:T — C bir fonksiyon ve £ € T® olsun.
1) f fonksiyonu ¢ € T* noktasinda A tiirevlenebilir ise t noktasinda siireklidir.
2) f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t sag yayilmig ise f foriksiyonu t’ de A tiirevlenebilirdir ve

120 = Leg=e.

o(t)—t
3) Eger t sag yayilmig ise f’ nin t’ de A tiirevlenebilir olmas: gerek ve yeter kogul

t)—f(s

lim s+t t—g

degerinin sonlu olmasidir. Bu durumda ;

FA@) = lim,_,, £O=FE

t—s8

4) Eger f(f) t noktasinda A tiirevlenebilir ise;
fle(®) = F@&) + F2@) - [o(8) — 2.

Hatirlatma: ”Z Uzerinde Siireklilik”
E bir metrik uzay ve z, € E olsun. Eger verilen ¢ > 0 degeri icin
Vz € Us(zp) =2 € E : d(m,20) < 6= |f(z) - f(mo)] <€
.olacak gekilde 8yle § = (e, z,) degeri bulunabiliyorsa f fonksiyonu xy noktasinda siireklidir.
d(ty, ta) = [ty — o] Vit €T
T=Zolsun. {0 € Z, V6>0, Usltg)={teZ:|t—1%|<d}=1{t}
= |f(z) - f(@o)l = (@0) - f(z0)| =0 <€ |

. = Z iizerinde tammlanan tiim fonksiyonlar siireklidir.
ispat:
1) £ nin t noktasinda A tiirevi oldugundan, verilen € > 0 degeri icin

[f(@@®) = £(s) = f2(0) - [o(t) — sl < e-|o () — o] Vs € Ut
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olacak gekilde U; komsgulugu vardir.
£ = f(&) = £ (e@)) — f(s) = fFA@o@) = 8] = (F(o(®)) — F(s) = FA@Do () = 8]) + f2(E) - (£~ 8)]
<Ifle®) = £(s) = FA@I @) = sl + £ (@) = F &) = FA@Le @) — ] + @) - 5)]
Se-lo(t) —sl+e-lo(t) — ¢l +1f2@)] - [t - s
<2-€-lo(t) —t|+|fA@)| +e= e, 6 >0
= f fonksiyonu t noktasinda siireklidir.
2) f(a(t)) ) _ f(a(t)) —fO+F(&)—£(s)

a(t)—s a(t)—s

limgs I‘(}%‘Z‘%‘“ggﬂ =lim, %‘f‘@z +limg s f:(;f:)
= FA(E) = lim,_, LZ=1O

3) (=) P nin t noktasinda A tiirevi olsun.

= (@) = £(s) = FABlo(®) - 5]l < e-lo(t) — 3|
= FA() = lim,, LZ=1()

o(t)—s
t noktas: sag yogun oldugundan;

lims_;tmw = limsatﬁéﬁﬂﬁ = fA(t)

o(t)—s
(¢=) Agikardir.
4) Leto(t)=t
fle@) =f)+AWl@ -1 = @) =750

Let o(t) =1t.
A =10 o foe) = 1) + FAB)o ) 1.
Teorem: f,g:T — C fonksiyonlar ve ¢ € T* olsun. Eger f ve g ¢ noktasinda A tiirevlenebilir

ise;
1) f+g fonksiyonu da ¢ noktasinda A tiirevienebilirdir ve;
(F+920) =20 +4%0)
2) k€ C olmak iizere kf fonksiyonu da ¢ noktasinda A tiirevlenebilirdir ve;

, kN2 =k F2(0)
3) f-g det noktasinda A tiirevlenebilirdir ve;

(F-9)%(®) = 72 (09(8) + Fle@)g” @) = £(2)
4)Eger g(t) - g(o(t) # 0)) ise £ fonksiyonu da ¢ noktas

(f )A(t) M
9(t)g(o(t)
1 ve 2 nolu 1fadeler1n ispat: reel analizdeki gi’bldlr
Ispat
3) Durum 1) ¢ noktas: sag yayilmig olsun.

_ — _ - —
( fg)A(t) = (g Mz{&!)}_é{g}{t! — Ho(EDgle®) f(t)ygf(g)l-:f(t)y(a(ﬂ) F(t)g(t)




26 Matematik Diinyasi-C:11-5:5-2002

= LeO10 g(a (1)) + £(£) 2ER=Q = fA(1)g(a(t) + F(£)g (2)
Durum 2) t noktas: sag yogun olsun.
(fg)A (t) = limy_ye !fgliit!:eﬂfylfsl = lim,_t f(t)g(f)—f(t)y(ﬁlfi(t)g(’?) —f(s)g(s)

= lim,_y¢ 289780 £A(4) 4 lim,_,, JO=IE Ay
=g () f(t) + FA)g(t)
= fA(t)g(a(®)) + FR)g™ ()

4 nolu ifadenin ispati okuyucuya birakilmigtir.
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