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3. BAZI ESITSIZLIKLER VE OPTIMALLESTIRME PROBLEMINDE ROLU: Birgok
optimallegtirme problemleri belli egitsizlikler yardimiyla daha kolay ¢&ziilebilir. Meghur egitsizliklerden
birkag tanesini hatirlatalim. =1,%e,2s,..., %, pozitif reel sayilar: igin;

Aritmetik ortalama A(1, 2, T3, <ory T) = BEEXEIR et T
Geometrik ortalama G(x1,22,23, .., Tn) = YT 1X2T3...0n
Harmonik ortalama . H($1,22,$3,...,mn) = m
olarak tammlanir. Bu ortalamalar arasinda agagidaki egitsizlik saglanir.
A(a:l 3 L2, T3y 200y :L'n) 2 G’(an 3y L2y LGy aeey (Cn) Z H(_’cl, L2y L3y oeey :vn) (1)
Burada egitlik durumu ancak z; = 2o = z3 = ... = &, durumunda olur. Yukaridaki egitsizliklerin

daha genel bir halini verelim. Bunun i¢in ;, 22, z3, ..., 5, pozitif reel sayilar olmak {izere k dereceden
ortalama fonksiyonunu tamimlayalim: ‘

[ YL R Nt
_ 1 3 :
My (21,22, %35y Tn) = 2

n

Bu fonksiyonda k = 1, icin »
Mi(z1, 22,23,y Tn) = A(21, 22,23, ..., Tn) ve k = —1secilirse M_; (21, 22, T3, .. Tn) = H(21, T2, %3, .

olacag agiktir. Bununla birlikte agagidaki egitlikler de kolayca gosterilebilir:

My(21,22,23, -, xn):ii-% My (21,22, %3, .., 0 )=G(Z1, T2, Tgy oy Zn);

Moo(21,22, 23, «ry xn)zklingo My(z1, 30,23, ..., Tp)=max{T1, T2, T3, -, Tn };

M_oo(z1,22, 23, ...,.’l‘,‘n):kglflm Mg (21, 22,23, ..., 2,) = min{z1, T2, T3, ., Tn }

Yukarida tammlanan M} fonksiyonu k parametresine gdre monoton artan bir fonksiyondur. Dolyxsiyla'

k > [ oldugunda
My(z1,22,%3,.,Tn) > Mi(z1, 22, T3, oy ) ~ (2)

olur ve egitlik ancak z, = z2 = 23 = ... = ,, durumunda, olabilir. Goriildiigii gibi (2) esitsizligi (3)
egitsizliginin Gzel halidir. . _
Cauchy-Schwartz Egitsizligi: z1,22,23,...,%n € B ve y1,¥2,¥3, -, ¥n € R icin

>l < (Z m?) ( y?)
i=1 =1 i=1

egitsizligi saglanir ve egitlik sadece z; = Ay; (i = 1, n) olmas: durumunda, gegerlidir. Bu egitsizlikler
yardimyla c¢6ziilebilecek optimallegtirme problemlerine drnekler verelim.
Ornek 1: z >0,y > 0,7 > 0 olmak fizere —g_'ij%:;g ifadesinin alabilecegi en biiyiik degeri bulunusz..

z
g‘&ghmz z ve y’yi z = /3, y = ¥/2s geklinde deglgtlrelnn Bu durumda ze‘f;sze = —‘%';_g;t:f;g =

£ olur. Sonuncu terime Antmetlk-Geometrlk ortalama egitsizligini uygularsak; 3—6_@’%;_;5
uriz: - Burada, egitlk durumu s = ¢ = 2z durumunda vardu. Dolaysiyla, degiskenler
¥2), 2 = X degerinde iken , verilen ifade maksimum olan M degerine ulagir
reol myx degierli bir parametredxr)
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Ornek 2: a,b,c verilmig reel sayilar olmak iizere 2+ g2+ 22 < 100 yuvarinda az + by + ¢z ifadesinin
alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.
Cdziim: Cauchy-Schwartz esitsizliginden: az + by + ¢z < 10\/ a? + b% + ¢® olur Egitlik durunms:

— - - _ 10 = _ _ 10e
z=Ag, y=A,z2=Ac= A= WBoylecex my m = JATyTY

ve maa:(aa: + by + cz) = 10va? + b2 + ¢ bulunur. Ozel halde a =1,b = 4,c = 8 olursa, =R y=
2,2 =% ve maz(z + 4y + 82) = 90 olur.

Geometrik optlmallegtlrme problemlerinin mcelenmesinde bu anlamda yararlh olabilecek birkag 6nemli
geometrik egitsizligi verelim. Bu egitsizlikler {iggenler ve dortyiizlilerle ilgilidir. Bununla birlikte,
bircok egitsizligi konveks cokgenler ve ¢okyiizliiler icin de uygun bigimde genellegtirmek miimkiindjir.
Once, kullamlacak igaretlemeleri gosterelim. Bir ABC ii¢geninde A, B, C bu {icgenin kdgelerini; a, b, ¢
kenarlarini, hq, by, b yiiksekliklerini, mq,my, m, kenarortaylarin, l,, 1,1, agiortaylarimi, R cevrel
cemberin yarigapini, r ic teget cemberin yarigapini, R,, Ry, R, sirasiyla iicgen icindeki bir noktadan
A, B, C kogelerine olan uzakhigl, d,, dy, d, sirasiyla ficgen icindeki bir noktadan a, b, ¢ kenarlarina olan
ugakligl, S {iggenin alanim, 2p {icgenin ¢evresini gdstersin.

Egitsizlik 1. Her figgen icin R > 2r esitsizligi saglamr ve egitlik durumu sadece egkenar licgenler icin
gegerlidir. i

""%1; P)/ g
g,

Sekil 4

Kanit: ABC figgeninin ig teget ve gevrel cemberlerini gizelim. Koge noktalarindan gecip, kars: kenara

paralel olan A;B;C; liggeni ABC ficgenine benzer olur: A4;B;C; ~ AABC ve 2|1AB| = |A1By| ;

2|AC| = |A1C1] ; 2|BC| = | By Gy |

Kenarlar gevrel cembere teget olup, A; B;C) iicgeninin kenarlarina paralel olan A»B,C, iiggeni de

ABC” ye benzer olur: AA2B202 ~ AABC ve ’Angl > lAlBll lAgCgl > ]A16’1| ; leCgI > IBlcll

Kiigiik gember ABC iicgenine i¢ teget, biiylik cember Ay B,Cs ticgenine i¢ teget AAsBoCo ~ AABC ’
ve |A2By| > | A1 B:| = 2|AB]| oldugundan R > 2r olur.

Egitlik durumu: AA;B,Cy = AA3B>C, oldugunda, olur. Bagka bir deyigle ABC liggeninin ¢evrel

gemberi 4181 C; liggenine ig teget oldugunda, olur. Kolayca goriiliir ki, bu durumda AABC. egken&t

icgendir. ;

E§1t51zhk 2. Verilmig bir ABC liggeninin igindeki her M noktas: icin agagidaki e§1ts1zhkler daérudtir.~
(a) RaRyRe 2 8dpdyde;
(b) Ry + Ry + R, >2(d.,+de,+d.,),
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© m+m+a<s@G+ai+i)
Yukaridaki ifadelerde esitlik durumu ancak eskenar {icgenler ve M merkez nokta kabul edildiginde
ortaya ¢ikar.

Sekil 5

Kanit: a) SEKIL 5 BQLAM ve CNLAM dir. Kolayca goruldugu gibi |[BC| = |BA| + |A:C] >
|BQ[ + |NC|. Dolaysiyla,

= |BC|.JAM| > (|IBQ| + |[CN|).JAM| = 28a4mB + Sasmc = cd, + bdy, olur.
Benzer gekilde bR, >ad,+cd. ve cR. >ad, + bdy oldugu gosterilebilir.
Ug esitsizligi art arda carpsak; aR,bRycR, > (cd. + bdy)(ad, + cd,)(ad, + bdy) elde edilir. Diger
yandan cd + bdy — 2v/ed..bdy = (v/ed, — Vbdy)? > 0 = ed, + bdy > 2+/cd,.bdp olur. Benzer gekilde
ad, + cd; > 2v/ad,.cd; ve ad, + bdy > 2+/ad,.bd,. Sonucta aR,bRycR. > 8abed,dpd, bulunur ,
dolayisiyla R, Ry R, > 8d,dyd, olur.
Egitlik durumu: |BC| = |BA;|+[A1C| = |BQ|+|CN| & BCLAM olmali; benzer gekilde BM 1 AC;
CM 1LAB & M noktas yiiksekliklerin kesigim noktasidir (ortamerkez). Diger yandan ad, = bdy =
ed. < Saamb = Samac = SamBec < M noktas: kenarortaylarin kesigim noktas: olmalidir. Buna
gbére ABC ficgeni egkenar, M ise merkez noktasidir. ~
b) Sekil 6 A, W, M,V noktalarindan gecen bir cember cizelim. (MV LAC ve MW LAB oldugundan
bu gember gizilebilir.) Bu ¢emberin yarigapt R,/2 olur. Siniis teoreminden VW = R, sin A olur.
UyU, parcast VW’nin BC lizerinde izdiiglimidiir: prVW = prdy + prd.. Bu ise UiUs = dpsinC +
d.sin B'dir, buradan R,sinA > dysinC +d,sinB & R, > d; :ﬁﬁ + dci’i‘%f- olur. Benzer gekilde:

Ro 2 dofiaf + desig

Re 2 duffel +diint L
Bu ri-art arda, toplarsak ve her a > 0 i¢in a + ¥ > 2 olduguna dikkat edersek (burada‘

&fﬁzldlr) Ry + Ry + R, > 2(dy +dy + do)

nce i;:g + $2¢ = 2 olmahdir. Bu durumda sinB = smC olur, béylece

kilde A = B dir, dolayisiyla tiggen egkenar olmahdir. Diger yandan;
u _ummda WV || BC, olur. Benzer gekilde UW || AC ve UV || AB olur.
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- Sekil 6

Dolaysiyla VW, UW, UV {iggenin urta dikmesi olup M sgkenar itgenin merkez noktasidir.

c) Sekil 7 A, B',C' ve -U’, V!, W' noktalari siraslyla MU,MV,MW ve MA, MB,MC dogrula.rl
" {izerinde elup,'a§a§1da1d k0§ullar1 safflayan noktalardu: R =MA = MU LRy =MB =3}y =
d,R’ MO = Lid, =MU' =35 =fdy =MV = 5 = d -—MW’—— e T R
Kolayca gesfmleblhr ki, U VLW nokt;uan A’B’ C " {iggeni fizerinde olup ve M’ U'LC'B, MV' LC'A',
MW LA'B'. Ornegin, M !/ A ve MU'B' iicgenleri ortak M agisina sahip olup, kenarlar: orantilidir:
[MV|:\MA|=dy: Ry= g5 : 5= =d, B} =MV’ : MB' .

Bu durumda AMU'B ~ AMV A dolayxszy;a LMU'B' = LMV A= 90° olur.

Simdi de ABC iiggenine Egitsizlik 2{b)’y§ uvgulars&k R+ R;,+R;. - 2(d, +d§,+d’) => A+ +h+E<
2(4 + 2 i~-«~)eldcedxhr . :
‘ E§1thk durimu, énceki egltszs'hkte% idiléﬁ
Not 2. Bu egitsizlikleri mxnmenk ; geor
(a) G( Ra, By, R.) > 2G{da, d, dc); f
(b) A( Ra, By, Be) > 2A(das dyyds)i
(c) H( Ra, By, R) > 2H (da, b, do):
Not 3. Yukaridaki egitsizlikleri A. Florian daha genel haliyle ispat etmigtir;
() |k <1 iken Mk( Ra,Rb,Ro) > 2Mk(da,d4, de)

(is) %] > 1 iken My ( Ra,Rg,,R ) > ok Mk(da,db,dc)

Geometmde bu konuyla ilgili olan ilging egitsizlikler yukarida say d1klanm1zla sinirh degildir, agagida
_ bu tiir egitsizlikler veriyor, fakat ispatlarim okuyucularnmiza aligtirma olarak birakiyoruz.

enar ve M inaéfkeznokta olunca olur.
, aciﬁhmden gOyle ifade edebiliriz:




