Matematik Diinyasi-C:11-5:5-2002

Sekil 7

CALISTIRMALAR
E 1. Her ABC ficgent icin agafudaki egitsizlikler dogrudur.
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Simdi de dértytizliler i 1g1n gegerli o!an birkag Szelligi vﬁeriyor‘mz.
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E 2. Her dartyuﬂu igin agaghdaki Szelliklerin dofru oldugunu ispat ediniz ve esitlik durumunu

inceleyiniz.
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Gabil Adilov-Ramazan Tinaztepe

(vi) B > V2¥32

1

(vii)R > 31
Burada R, dortylizliiniin cevrel kiiresinin yarigapini, r icteget kiiresinin yaricapim, V,A,2I1 ise
sirastyla dortyiizliintin hacmini, yiizey alanim ve cevresini (kenarlar: toplamini) ifade etmektedir.
E 3. Her ABCD dortyiizliisii icinde verilen bir M noktast icin R,RyR.Rg > 81d,dyd.dy veya
G(R,, Ry, R, Rg) > 3G(d,,dy, d,,dyg) olur. Esitlik durumunu da size brrakiyoruz.
Burada R, Ry, R., Ry sirasiyla dortylizliiniin iginde verilmig bir noktanin A, B, C, D kogelerine
olan uzakh§), d,ds,d.,dy ise noktanin sirasiyla A, B, C, D kogelerinin kargisindaki yiizlere olan
uzakligrdir. .
Not 4. Sonuncu 6zellik Esitsizlik 2(a)’nin dortyiizliiler icin genellesmesidir. Sonraki iki egitsizlik i¢in
boyle bir genellegme s6zkonusu degildir. Bagka bir deyigle A(R,, Ry, Rc, Rq) > 3A(d,,dy,d.,dyg) ve
H(R,,Ry,Rs, Rg) > 3H(d,, dy, de, dq) esitsizlikleri her zaman saglanmayabilir.

KAYNAKLAR

[1] D.O. Schliarski, N.N. Chentsov, .M. Yaglom, Geometrigeski nera venstra i zadaci na maksi-
mum i minimum. Nauka, Moskova, 1970.
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CATALAN SAYILARI UZERINE

Unal Ufuktepe
Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisi

1. Girig

Kombinatorler matematigin sayma, swralama ve diizenleme
problemleriyle ilgili bir dalidir. Uygulama alanlar1 ¢ok
genigtir. Molekiiler biyolog bir kromozom iizerinde genlerin kag
farkl: gekilde siralanabildigini hesaplamaya caligirken, bilgisayar
mithendisi sira nceliklerini tespit etmeye, psikolog 6grenme yol-
larim1 modellemeye ugragir.

Bu tiir kaygilarin hic birini tagimayan kumarc ise poker oyununda
eline fulogun gelip gelmeyecegini diiglintir. Benzer gekilde mily-
onlarca kigi her Cumartesi akgarm saylsal loto’da altiy1 tutturup
tutturamayacagim diigler.

Bu yazida amaglanan kombinatérlerin konularindan birisi olan Catalan Sayilar ve bu sayilarin
uygulama alanlarmma yer vermektir. Eugene Catalan bundan tam 167 yil dnce Belcika’da Ecole
Polytrchique de Liouville’nin 8grencisiyken bu sayilar: kegfetmigtir (1835). Catalan n + 2 kenarli
diizgiin bir ¢okgenin n {icgene kag farkli yolla béliinebilecegini hesaplamaya caligirken bu sayilan
bulmugtur. Aslinda Catalan sayilarim ilk kegfeden Johann Segner (1758) olmasina kargin onun is-
patlar: E. Catalan’in ispatlar1 kadar kesin ve net olmadigindan bu sayilarin isim babas: E. Catalan
olmugtur. Catalan bu yonde gansli olmasina kargin kariyer yapma konusunda pek gangh degildi. E.
Catalan bugiiniin deyimiyle agir sol goriigliiydii. Onun bu politik tercihi o giiniin Belgika hiikiimetince
pek hog kargilanmarig ve akademik karyeri engellenmigtir. Politik baskilar E. Catalan’ akademik ku-
rumlarda sitedigi yerlere gelmesini engellemis olmasma kargin Catalan sayilarinin bilime mal olmasin
hi¢ bir gii¢ engelleyememigtir.

2. Catalan sayilar:

Litaretiirde Catalan sayilar: {izerine bir ¢ok tanim vardir:
Ln+2 kenarh diizgiin bir gokgen n {iggene ka¢ farkh yolla béliinebilir?

2. n ¢ift parantez ( yani n tane soldan acilan ve n tane sagdan kapanan parantez) kag farkl yolla
diizenlenebilir?

3. n baglant: noktas: olan bir agac dalh ¢izge grafik (binary tree) fag farkh gekilde cizilebilir?

4. Bir gehirdeki sokaklarin haritasi n X n boyutlu bir satrang tahtas: gdriiniimiinde olsun. Bu
gehirin bir kogesinden yola ¢ikip kargi k8geye ana kdgegeninin iistline (veya altina) cikmaksizin
kag farkli yolla gidilebilir?

Biitiin bu problemlerin ¢ozlimii {C,} = {1, 2, 5, 14,42, 132, 428, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012,
742900, 2674440, 9694845, ...} tam sayilar dizisinin elemanlarindan biridir. Bu elemanlara Catalan
sayilar: denir. Mathematica paket programu ile bu dizinin elemanlarindan birini agagidaki komutlarla
elde edeb1hrs1mz
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<< DiscreteMath® (Paket programi ile kombinatérlere dair fonksiyonlar bellege yiiklenir)
CatalanNumber[10] (10. Catalan Sayis1 elde edilir.).

2. nolu probleme baktigimizda bir ¢ift parentez tek bir yolla diizenlenebilir; (). Yani ¢ = 1.
Eger iki ¢ift parentezimiz olsayd: bu iki parantezi iki farkl: gekilde diizenleyebilirdik;( )( ) ve (()),
yani Cp = 2. Eger ¢ ¢ift parentezimiz olsaydi bunlar;

000, 0(0), (OYO,(00) ve ((())) seklinde diizenleyebilirdik, yani Cs = 5. Bu durumu n cift parentez
icin nasil genellegtirebiliriz? .

3. Genellegtirme

n Gift parantezin (yani n tane sol, n tane de sag parantezin) diizenlenmesinde eger her bir sol
paranteze kargilik sag bir kapanig varsa bu diizenlemeye iyi diizenli, diger durumlara ise bozuk
diizenli denir. Farkl iyi diizenleme sayisina, da n. Catalan sayist denir. Catalan sayilari arasindaki
bagnt1 gu sekilde tanimlanir [6];

n—1
Co=1,Ch=> CiCn1j. )
—
Bu bagint1 kullanilarak Catalan sayilar: elde edibilebilir ve agagidaki genel formiil tiiretilebilir;
1 2n
= 2
Cn n+1 ( ) @
burada (7) = fﬁ‘%ﬁ? binom katsayilarina kargiik gelmektedir. (2) bagintisini kullanarak dérdiincii

Catalan saysmi; Gy = £ (8) = é i = 14 elde edebiliriz. Ardigik iki Catalan say1 arasmdaki iligki ise
(2) nolu denklem kullanilarak, ——'1:1 oramindan elde edilir;

2(2n+1)

Cn—l—l = (n T 2) Cn

C, Catalan sayilarindan tiiretilen C(z) Ca,talan fonksiyonunu
C(m) Z Crz™ | ©)
n=0 ’

seklinde tammlayalim. (1) ve (3) esitliklerinden

C@) ~1=23 5 (Ca9)(Causyo™ ) = 20l b

n=1 j=0

ikinci dereceden denklem elde edilir. Buradan Catalan sayilarmdan tiiretilen C(z) fo

1-+v1-4z
@) =—%

bulunur.
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Kombinatdrlerin en {inlii problemlerinden birisi rassal yiiriime problemidir; Bir dogru boyunca
yiiriyen bir kiginin n adimdan sonra yiirtiylige bagladifi noktadan belirli uzaklikta bulunmas: olasihi
nedir? Kabul edelim ki rassal yliriiyiig simetrik bir yiiriiylis yani bu kiginin sola veya saga gitme
olasiliklar: egit ve.p = (1/2). Bu problem Catalan sayilariyla dogrudan baglantilidir. Rassal yiiriiyen
kiginin 2n. adimda baglangi¢ noktasina donmiig oldugunu varsayalim. Sola yiiriiyiisii *(’ sol parantez,
saga ylrliyligli )’ sag parantez ile gosterelim. Bu kisi ilk adimini sola atmig olsun {bu sagda olabilir
elbet). Bu durumda 2n — 2 adimda bu kisi -1 noktasinda olacaktir (yani baglangig noktasindan bir
adun geride). (2n — 1). adumim saga atmasi miimkiin olmadigma gore sola atmas: gerekmektedir. Bu
durumda farkh adimlarmin sayis: C,_; Catalan sayisidir. Bunun nedeni (2n — 2) adimda saga attif:
adim sayis1 sola attigi adim sayisina egit olmasidir. Bu kiginin ilk ve son adimim biliyoruz. Bu da
dogrudan (n — 1) ¢ift parantezin kag¢ farkl yoldan iyi diizenlenebilmesiyle ilgilidir. (2) den

o -1 (zn - 2) (6;

n\n—1

bulunur. 86z konusu olay simetrik oldugundan (ilk adimm saga atilmas: durumu) yukaridaki ifadeyi .
2 ile carpmamz gerekmektetir. Buna gore bir dogru boyunca rassal olarak yiirliyen bir kiginin 2n
adimda, yirliyebilecegi farkh yollarin sayisi:

2{2n—-2
== ) 7
Co=2 ( - ) )
Bu say1 6rnek uzaya béliindiigiinde istenilen olasilik bulunmusg olur: her adimda iki durum (saga veya
sola) sdz konusu oldugundan 2n adim icin 22" durum s6z konusudur. Buna gbre olasilik: ~

1 2n -2
22n—1n (n -1 )‘ ) (8)

Ornek 1. Bir dogru boyunca yiiriiyen bir kiginin 20 adimda bagaladigh noktaya ddénme olasilif

nedir? (n = 10)
: 1 18\ _ 2431
21910\ 9/~ 262144

Problemi biraz zorlagtiralim: Rassal yiirliyen kiginin 2n adimda bagladig noktaya geri dondiigiini
varsayalim (bunu biliyoruz). Bunun kiginin bagladig: noktaya ilk déniig olma olasihigi nedir? Bu
durumda 8rnek uzayimiz degigmek zorunda. Rassal yiiriiyen kiginin m adimda k noktasina gelme
olasihg P(Y,, = k) olsun. [ sola adim sayisini, r saga adim sayisim ve m ise toplam adim sayisini
gostersin; m = [ +r ve k = r — [ olur. m adimda sola dogru (77) farkhi yolla adim atilabilir. Bu
aym zamanda k noktasina farkli varig sayisim da verir. Safa veya sola adim atma olasiliklan egit

oldugundan;
—n = [™\ 1m
P =0 =(7) G
Bu durumda kiginin baglangic noktasina dénme olasilig,k = 0 ve r = I = n oldugundan;
(&)
zzn h

Bu ifadede pay kiginin kax; farkli yolla 2n. adunda baglangig noktasina donebﬂeceglm gosterdiginden,
bu say1 ile (7) in bdliimiinden:

P(Yan =0)=

200 1

3] T oam-1
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aranan olasilik bulunur.

Ornek 2. Ornek 1. deki probleme gire rassal yiiriiyen kiginin 20 adimda baglangic noktasina
dondiigiing biliyoruz. Bunun ilk varig olma olasiligi nedir? (n = 10)
11
210-1 19°

Asgagida bu konuya dair ahgtirmalar verilmigtir:

1. Diizgiin bir altigen, bir biriyle kesigmeyen ti¢ dogru parcasiyla kag farkl yolla, licgenlere boluneblht‘
(Asagidaki sekil beggen icin verilmigtir) :

P2

2. 1+2+ 3+ 4+ 5 aritmetik iglemine {ic ¢ift parantezi ka¢ farkh gekilde yerlegtirebilirsiniz?

3. Giilbahge’deki sokaklar 4 x 4 satrang tahtas: bigimindedir. Her kare bir blok ve her cizgi bir
sokaga kargilik gelsin. Bu karenin ana kogegeninin iist ucundan yola cikan biri 4 blok glineye
ve 4 blok batiya yiiriiyerek kbgegenin alt noktasina kag¢ farkh yolla varabilir? (Ana k6gegenin
altina veys listiine diger taraftan gecmek s6z konusu degil)

Catalan sayilan konusunda benzer bilgileri agagidaki web sitelerinden 6grenebilirsiniz:

1. http://mathforum.org/advanced/robertd/catalan.html
2. http://mathworld.wolfram.com/CatalanNumber.html
3. http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Miscellaneous/CatalanNumbers/catalan.html
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