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PERGEL VE CETVELLE YAPILAMAYAN GiZIMLER

Ismail Giiloglu

N’oldu bu gonliim, n’oldu bu génlim
Derd i gaminla doldu bu génlim

Bugiin bir aciy1 ikiye bolmeyi 6grendik.

Su halde dérde, sekize, onaltiya,... bélmeyi
de biliyorsun artik.

Evet.

Peki biitliin bu bdlmeleri saglayan ana islem
yani “aciy1 ikiye bélme” nasil gergeklegtirili-
yor?

Tahtada anlatayim...

Olgiisii @ olan ag A,0,B noktalan ile
sekildeki gibi verilmis olsun. O merkezli
|OA| yarigaph ¢emberin agimin kenarlarim
kestigi noktalar sirasiyla A ve A’ olsun. A
ve A’ merkezli |OA| yarigaph cemberleri
gizelim. Bunlar O ve P noktalannda
kesigirler. OP dogrusu JAOB agisim iki-
ye boler, ¢iinki OPA’ ve OPA iiggenleri

egtirler.

Fakat nicin bu kadar zahmet cekiyorsun?
Tletki ile verilen agly1 Olciip yarisini yine ilet-
ki ile ¢izemez miyim? Burda ol¢i hatalar
¢izimin kaginilmaz hatalarindan daha fazla
mi oluyor ki?

Ben soruyu eksik ilettim, galiba. Konumuz

bir ac¢iy1 giindelik gereksinmelere yanit ve-
rebilen bir yontemle yaklagik ikiye bolmek
degil, idealize edilmig araglarla tam ve ke-
sin olarak ikiye bolmek; iistelik bu bdlme
isleminde arag olarak sadece cetvel ve per-
gel kullanmak. Problemi ilging yapan da
bir bakima bu kisitlamalar. Bu, dogal ola-
rak araglanimizin bazi ¢izimler igin yeter-
Nite-

kim sizin yonteminizle bir a1 istenildigi ka-

siz kalmalar1 sonucunu dogurabilir.

dar sayida esgit parcaya ayrnlabilir, bu ara-
da ii¢ esit parcaya da, fakat 6gretmenimizin
soyledigine gore bir acgiy1 sadece cetvel ve
pergel kullanarak ii¢ egit parcaya ayirmak

olanaksizmig.

Yani Ogretmeniniz ve onun bu problemlie
ugrasan tamdiklar simdiye kadar bir agyi
iice bolmeyi bagaramamiglar, bu uyuyan
giizeli uyandiracak kudretli prens hala bek-
leniyor, oyle mi?

Hayir, yanhg anlamadiysam, ogretmenimi-
zin bahsettigi bir becerememisglik itirafi de-
gil, gercek bir imkansizlik iddiasi. Prob-
lemin biiyiik gayretlere ragmen heniiz ¢6-
zlilemedigini s6ylemiyor, fakat bir anlamda
olumsuz gekilde ¢oziiyor: “Istenen kogullar
LG ode-
“Biitiin ke-
narlar1 ve bir yiiksekligi esit uzunlukta

saglayan bir ¢6ziim yoktur, ¢linki
yip bu Onermesini kanithyor.
bir iiggen ¢izmek” problemi gibi. Bdyle
bir {iggenin hangi araglarla olursa olsun
diizlemde gizilmesi olanaksizdir, ¢linkii boyle
bir iiggen yoktur, deyip bunu kanitlamakla
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problem ¢oziilmiis olur. Bunun gibi, bir
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civ1 sadece cetvel ve pergel kullanarak

it parcaya bolmenin olanaksiz oldugu

F
)

o 2 2] o e

kzanitlanmis saniyorum.

Fzkat, nasil olur? Ben bir dik aciy1 veya dik
ZCiDin Varisinl veya bunun yarisini,... yani
sonsuz tane farkh agiy1 sadece cetvel ve per-
z=l kullanarak lige ayirabilirim.

Fzkat siz, burada o6zel bir takim agilann
Zce bolinmesinden, dolaysiyla olgiisii ile
‘:e:il—::‘. baz1 agilarin sadece cetvel ve per-
z=! kullanarak gizilebilmesinden s6z ediyor-
sunuz. Bu kendi bagina ilging olmakla be-
rzber bizim problemimiz degil. Sadece cet-
vel ve pergel kullanarak, agiy1 ikiye boélme

r;l:i:.i:"'; oldugu gibi, herhangi bir acya
uvgulandiginda onu ii¢ egit pargaya ayiran
bir ¢izim metodu veriyor degilsiniz.

Her zg icin uygulanabilir bir algoritma

bulunmasz bile her agq kendisine ozgii
yontemlerle sadece cetvel ve pergel kullana-
rak iice aynlabilir, olamaz mi?

Uyariniz: anliyvorum. Belki de 6gretmenimi-
zin demek istedigi su idi: “Diizlemde sade-
ce cetvel ve pergel kullanarak ii¢ esit parga-
ya ayrilamayan en az bir (dolayis: ile sonsuz

tane) ac1 vardir”. Buna ne dersiniz?

Simdi istenen kesinlige ve agikliga kavugtuk
herhalde, derim
bu iddias1 dogru mu?

. Peki sen ne dersin, hocanin

Eh, 6gretmenimiz bizi kandiracak degil ya.
Elbette dogrudur, ben inaniyorum.

Ogretmenine inamp giivenmen cok saygl
duyulmasi gereken bir tavir, aranizda boyle
bir miinasebetin olugsmug olmasi bizi an-
cak sevindirir. Fakat ona olan giiveninin
onun agzindan ¢ikt1 diye matematiksel bir
iddiaya “inanmaya” kadar varmasi, “acaba
bir zihni tembellik mi s6z konusu?” diye

sorduruyor. ina:ng, konusu olan mesajin

bellenip kavranildiktan sonra gercekliginin
Bu ise
insamin o konuyla ilgili melekelerini sonu-

tasdik veya red edilmesi olayidir.

na kadar harekete gecirerek meseleyle hagir
negir olmasim gerektirir. Yani dinamik bir
olugumdur. Yoksa, inanmak, bu ¢ok yonli
¢abanin mesakkatinden kagmanin bir yolu
degildir. Iman, “Babalanmzi bdyle ya-
par bulduk” taklitciligi ile, muhtevasimin
canlibgimi kaybetmeden yasayamaz. O,
hissi, fikri ve diger melekelerimizle de-
nenmis, gerceklenmis, yaganmig olmaya, ya-
ni tahkike ihtiyac duyar. Ustelik ma-
tematiksel gercekliklerin yalin diinyasinda
bu dogrulama isi bir bakima ¢ok ko-
laylagtirilmigtir.  Ciinki bagtan, incele-
nen matematiksel nesneler bir aksiyom
sistemi ile kapali olarak da olsa kesin
bir gekilde tanimlanmiglardir. Ve bunlar
hakkinda dogrulara ulagma verilen aksiyom
sisteminden hareketle yapilacak mantiksal
¢ikarimlara indirgenmistir. Bunlarin kural-
lar1 da her tiirli siipheden ve kaypakliktan
arindirilmig, agik secik hale getirilmistir.
Baoylelikle gerekli zihni gabayr harcamaya
hazir herkes i¢in tam ve kesin matematiksel
bilgiye ulagmak miimkiindiir. Béyle iken, bir
matematiksel iddiay1, ispat ederek veya hig
olmazsa yapilmig ispatlan ciddiyetle takip
ederek gergekleme yoluna gitmeyip kolaya
kagarak “inandim” denmesi, sadece insanin
taklit seviyesinde kalmasina neden olmuyor,
fakat ispat denen yogun ve y6nlenmis zih-
ni cabanin getirdigi, ugragilan problemi de-
rinlemesine anlama ve bu cabayla olugma
imkaninin da yitirilmesine neden oluyor.

Fakat bir problemin ¢6ziimii, bu ¢ézimii
kavrayacak zihni olgunluga, bilgi birikimi-
ne varmadan pek miimkiin olamaz herhalde.
Ben higbir lise matematik kitabinda aginin
iice boliinmesi probleminin tartigildigini
gormedim. Konu bizim bilgi ve deneyimle-
rimizi agiyor sanirim.
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- Zihni olgunluk ve fikri birikim zamanin gec-
mesi ile kendiliginden olugmaz. Bize veri-
lenleri yerli yerince kullanmamiz, emek ver-
memiz, cile cekmemizle dogar, gelisir. Me-
sela, gimdi bu agiy1 lice bélme problemi ile
kargilagmig, ilgimiz buna ¢ekilmig, aklimiz,
fikrimiz buna meyletmig iken, sinirlarimiza
ulagincaya kadar lizerinde diigiinmezsek ayip
etmig olmaz miyiz? Zaten bilgi ve beceri-
mizin neye yetip, neye yetmeyecegini bize
bagkalar1 sdyleyecek degil; boylesi bir simir
da yok. Bize diigen giinliik kaygulardan so-
yutlanip sebat ve azimle sorunlarin tizerine
gitmek, yagsam icinde caligip kendimizi bul-
mak, anlamak ve olugturmaktir,

Peki, bu ise, bu problemle ilgili olarak ner-
den baglayalim?

Istersen once su ¢izim metodu iizerinde

konugalim:

Sekildeki gibi A,0O, B noktalan ile bir «
dar ags1 verilmig olsun. O merkezli |OA|
yarigapli ¢emberin OB 1ginin1 kestigi nokta
C olsun. Bir cetvel iizerinde aralarindaki
uzaklik |OA| ’ya esit olan iki nokta, X ve
Y isaretliyelim ve cetveli X noktassi OA
dogrusu iizerinde kalmak ve cetvel C' nok-
tasindan gegmek sartiyla Oyle hareket etti-
relim ki Y noktasi O merkezli |0 A| yarigaph
gember iizerine gelsin. Bu konumda JAXC
agisinin Olciisii %af dir.

- Gergekten AXY O ve ACOY iiggenleri ikiz-

kenar iiggenler oldugu icin JAXC = g8 der-
sek o + 3 = 180° — (180° — 4/8) = 40 yani
38 = a oldugu goriiliyor.

a herhangi bir dar ag1 olmak iizere § agisini
sadece cetvel ve pergel kullanarak ¢izmis ol-
madik mi1?

Beni sagirtiyorsunuz!

Ben degil, olsa olsa aligkanhklarimizin olug-
turdugu diigince kaliplar seni sagirtmig ola-
bilir. Ogretmeninizin iddiasinin dogru oldu-
gu diiglincesini hala siirdiireceksek bu ¢izim-
de “sadece cetvel ve pergel” kullanmanin ge-
tirdigi kisitlamalara uymadigimiz hiikmiine
varmamiz lazim.

Biz cetveli sadece dogrulan cizmekte degil,
uzunluklar 6lgmek icin de kullaniyoruz. Siz
de bu ¢izimde 6l¢gme denebilecek, dl¢iilmiig
bir uzunlugu cetvele uygun bir konuma
yerlegtirmek gibi bir iglem yaptiniz, “igaretli
bir cetvel” kullandiniz. Herhalde izin veril-
meyen iglem bu oldu.

Evet, benim de bildigim “cetvel” igaretsiz,
sadece tek kenar: kullamilabilir, istenildigi
kadar uzun, herhangi verilmig iki noktanin
belirledigi dogruyu ¢izmek i¢in kullanilan bir
aragc. Pergel ise verilmis bir noktay: mer-
kez olarak kabul eden ve yaricap: verilmisg iki
nokta arasindaki uzakhiga esit olan ¢emberi
cizen arag.

“Verilmis nokta”dan kastiniz ne? Cizimin
vapilacagi diizlemle birlikte bu diizlemin her
noktasi da verilmis olmaz mi?

Her matematiksel iddia “verilen” bir hipotez
ile bunun dogru olmasi halinde, “varilan” bir
hiikiimden olugur. Her geometrik c¢izim de,
meseld, bir liggenin gevrel ¢emberinin, veya
bir elipse digindaki bir noktadan tegetlerin
cizilmesi problemlerinde oldugu gibi bir
takim “verilen” noktalar, dogrular, geomet-
rik gekillerden (iicgen; elips ve diginda bir
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nokta) hareket eder. Biraz dikkatle in-
celenirse biitlin ¢izim problemlerinde (biz-
imkinde agikdr olarak) aslinda sonlu ta-
ne nokta verilmektedir (iiggende ii¢ kose
noktasi, cemberde merkez ve iizerindeki
bir nokta, elipsde dogrultman dogrusunu
belirleven iki nokta ile bir odak noktasi,

gibi), ve yine sonlu tane noktanin
cizilmesi ile tamamen belirlenen geometrik

nesnelere ulagilmak istenmektedir. Yani bir
ceometrik ¢izim problemi “verilen” sonlu
szvida noktadan hareketle ve belirli arac-
‘ar kullanilarak, verilen noktalarla proble-
min istedigi sekilde baglantili sonlu sayida
“amag¢’ noktayr ¢izmek meselesidir. Bur-
Zz cizilmek demek izin verilen yontemlerle
zerceklestirilen iki ayr geometrik yerin ara-
tesiti olarak verilebilmek demektir. Suna
likkat etmek ldzim: Meseld, merkezi ve
bir noktasi ile bir ¢cember tamamen belir-
lenmis olur. Fakat bu iki nokta ile cemberin
bir geometrik yer olarak tamamen belir-
i olmasi ile iizerindeki her nokta da “ver-
ilmis” noktalar olmaz. Bunun bir noktasinin
verilmis olmasi, onun adimin konabilmesi,
cemberin diger noktalarindan ayird edici bir
ozelliginin bilinmesi, demektir. Bizim prob-
lemimizde O koseli JAO B agis1 A, O, B nok-
tzalarn ile verildi ise, bu noktalarla O mer-
kezli |O A| yaricapli cember de verilmig olur.
Fakat bu, ¢emberin her noktasinin da “ver-
ilmis” olmasi demek olsaydi, ¢emberin
JAOC = % JAOB gart1 ile tek tiirli ve ta-
mamen belirli C noktasi da “verilmis” olur
ve boylece OC dogrusu gizilebilir ve agiy: ige
bolmek diye bir problem olmazdi.

Fakat herhalde “verilmisg” noktalar baglangic
noktalarindan ibaret degil. Cizimin bu
adimiyla elde edilen yeni noktalar da bunla-
ra ekleniyor. Yani “verilen noktalar” ¢izim
boyunca bir cins evrimlegserek amag nokta-

lara ulagiyorlar.

- Veya ulagamiyorlar.

- S0yle diyebiliriz galiba: P bir diizlemin

bazi noktalarindan olusan bir kiime olsun.
Bir dogruya, P’deki farkli iki noktadan
geciyorsa “P’ye gore cizilebilir” bir dogru,
ve bir cembere, merkezi P’deki bir nok-
ta ve yaricapt P’deki iki nokta arasindaki
uzakhga egit ise “P’ye gore cizilebilir”
bir ¢ember diyelim. P kiimesine gore
gizilebilir biitin dogrular ile P kiimesine
gore cizilebilir biitin cemberlerin biitiin
mimkiin kesigim noktalarina P kiimesine
gore bir adimda cizilebilir noktalar diye-
lim ve bunlarin kiimesini P’ ile gésterelim.
Simdi Py sonlu bir baglangic noktalar
kiimesi olmak lizere tiime varimla, P,,n €
IN kiimelerini, Py = PoUPj ve 1 € IN
igin P; tammlandi ise Piyy = P; U P!
olacak sekilde tamimlayahm. Buna gore
Po dan baglayarak sadece cetvel ve pergel
kullanarak cizilebilecek noktalar C(Pp) =
US2 o Pr kiimesini olugtururlar. Yani Py dan
baglayarak bizim aracglarimizla bir geometrik
¢izimin yapilabilmesi bu ¢izimin amag nok-
talarinin C'(Pp) kiimesine ait olmas1 demek-
tir.

Cok gilizel, cetvel ve pergel ile ¢izim yap-
mamn ne demek oldugunu kesin bir hale
getirdin. Gelecek sayimizda da bu genel
tanimlamayr aciyr tice bolme problemine
uygulayalim.

Gelecek sayida gorigmek tzere




