BAKIS 17

BAZI ORTALAMALAR

Hiiseyin Demir

a ve b pozitif iki say1 ise

sayllarina sirasi ile, a ve b nin aritmetik ve geometrik ortalamas: denilmekte ve bu iki ortalama liselerde
igslenmektedir.

Bunlarin diginda kareli ortalama denilen

a2+b2
2
sayisi ile
TN TN |
h a b k2 a2 " b2

olarak tamimli h ve k ortalamalari da bazi konularda yer almaktadir. Bunlardan h ye harmonik
ortalama denilmektedir. k ye de kareli ters ortalama adimi veriyoruz.

Geometrik ortalama digindaki bu dért ortalama, su genel (1) ortalamasinin 6zel halleridir:

s@d) = (EE)", a0 o

Gergekten

atb a? 4 52\
J1= 9 g2 = 2 y g-1= h} g-2 = k.

(1) ortalamasi & = 0 igin tamimsiz olup go ortalamasi

i aor+bcr 1/
0 = lim (=5 (2)

olarak tanimlaniyor.

Bu limiti hesaplamak igin (1) de her iki tarafin logaritmasin alalim:

1. a®*+0b*
Ing, = . In 2
Buradan,
1 a®4b* 0
In(lim g,) = 1‘1111{.]—-—-3—— = [6]
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2tz Zoepica cural uygulandiginda

. o pa
hma—»o %&';2&

]

In(lim g,
(a_rog ) ﬁma—bﬂ %a

. o o b
]-lmor—-ﬂ} a®In aj:z b%In
1

lna;-Inb Y .

go = lim g, = Vab
a—0
== = = Bu da geometrik ortalamadir.

¢ vzndan a < b aldigimizda

a= lim b= lim
X—+—00 gCI’} =00 ga

©Zuz: spatlanabilir ve boylece su yedi ortalama s6z konusu olur:

a, g2, 9-1, 9o, 91, g2, b.

= == baska degerlerine kargilik gelen ortalamalar konumuzun diginda birakiyoruz.
21 ortzlamalar arasinda
g-igi=go=ab (i=1,2) (3)
saz=o=nin varligl kolayca gosterilebilir.

Jrmek: 3 ve 4 sayilarinin, s6zii edilen yedi ortalamasinin hesab.

L e =3, Joo = 4,
I @ =+/12 =2V3 = 3,464...,

3,500..., g_1 = & = 4 = 3,4%8...,

73
o=\ = 5v/2/2 = 3,535...,
o 12 12
a0 = =21/2 = 3,393...,
@ 5/2/12 5

S cezerleri soldan saga dogru biyiiklik sirasina gore yazalim:

g-oo = 3, ¢g-2=3,393..., g¢g-1=3,428...,
go = 3,464..., g1 =3,500..., g2=3,535..., goo=4-

=t crzzmalann, a biiyiidiikge biiyiidiiginii gozlemekteyiz. Bu bir rastlant: olmayip, geneldea < b

a<92<9-1590<91592<b (4)
ext=z o= vardir ve egitsizlikler ancak a = b icin gegerlidir.
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(4)’te tam 21 esitsizlik yer almaktadir. Biz bunlardan sadece ilkini ispatlamakla yetinecegiz.
Otekilerin ispati benzer olarak verilebilir.

ab a? + b2
6<g-2 & a< o o S o
aZ4b2 2
2

& a4+ =202 o a® <b%  (Dogru)

Ortalamalarin Cizimi

a ve b gibi (@ < b) iki uzunluk verildiginde g—2,9-1, 40, 91 Ve g2 uzunluklarini cetvel ve pergelle elde
etmek istiyoruz.

Bir dogru iizerinde alinan bir 0 noktasinin aym tarafindan |OA| = a, |OB| = b olmak iizere A ve
B noktalarim alip [AB] ¢aph I' yarigemberini ¢izelim. '

O’nun T' cemberine gore |OA|. |OB| kuvvetinden yararlanacagiz. Gy

1. [AB] nin ortas: (I' min merkezi) I ise

o

o1 =4+

o]

-

dir. 0 A I B
O merkez ve g1 yaricaph cemberi I' ile kesigtirelim. Bu noktay: G ile gésterip OG1 in I’ y1 yeniden
kestigi noktaya G_; dersek,

|0G1||0G_1| = |OA||0B|=ab
2

BT O L P | ST
g1 g1

2. O dan T ya [OGy)] teget dogru pargasi cizildiginde

|0Go|? = |0A| |0B| = ab = |0Go| = go -

3. T nin AB ye dik [/G3] yarigapim ¢izelim.

2 _ B\ 2 2 4 p2
0G* =[0I + 116y = S 4 (420 240
2 2 2
2 2
=[0Gy = 4= ;b =gz -

4. OG; dogrusu T y1 yeniden G_;, de keserse

|0G-2| |0G2| = |OA||OB|=ab
b 2

206Gy = Z2=R_g4,.
g2 92

Bu gizimlerden (4) esitsizliklerini elde edebiliriz. GoOI dik iiggeninden

go = |0Go| < |01I| = g1 £ |0Gq| = g2

T —— —
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g-2=|0G_2| L |0G_1|=9-1<go.

stz =z =7 vamukta da ele alinabilir:

<5 T tzozn uzunluklan @,b (¢ > b) olan bir yamuk olsun. Uglan yan kenarlar iizerinde ve
2tz ars carz=l olan bir [GiH;] dogru parcasim diiginelim. |G;H;| = g; ise 0,1,2,—1, degerlerine
kzrs & z==c ortzlamalarin ¢izimlerini veriyoruz.

farmow s D " c
1. AB GgHg ~ HoGoCD.
2 Gy H, orta tabandir. H; 9; G,
I AEG.H; =|GaHRCD| (alanlarn esitligi). / \
L -_.H_; dogrusu AC N BD dan geger. A a B
Swx am oir aligtirma olarak ispatlayimz ve |G_qH_3| igin bir ¢izim veriniz.

tmetk. geometrik ve harmonik ortalamalar aym ad: tasiyan; agagidaki dizilerle ilgilidir:

Jaectd,...,at+nd,... aritmetik dizi
2) s,@r,..., &I s geometrik dizi
] 1 1 g
- e harmonik dizi.

at+d’ a+nd’

2 L= soyle ifade edilebilir: Ik terim diginda her terim komgu iki terimin (1) de aritmetik ortala-
—z=_ _ c= gzeometrik ortalamasi, (3) te de harmonik ortalamasidir.

Tz-= z=nel olarak, bu dizilerden alinan her terim kendisinden esit uzakliktaki iki terimin (ilgili)

S.m < ve kadar iki sayinn ortalamalarindan soz ettik. a,...,a, gibi n tane pozitif say: verildiginde,
a®+--+a 1/
ga=(—l—~——) ,  a#0 (5)
n
clzrzi tzzimlanan ortalamaya ag,...,a, sayillarinin o yinct mertebeden ortalamas: denir.

5. z=ometrik ortalama ise

go = lim go (6)
czrze tzzomlanir ve (2) de oldugu gibi
go= Y@y an (7)
esithE spatlanabilir.

=i 2ot ortalamanin agik ifadeleri sunlardir:

et ta, _ a2 4+---4+ a2
g1 = n sy J2 7 n
n n
1 = perereewsy @ faeme—————me 8
TR i ;1§+-“+a
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Daha o6nce vermis oldugumuz herbir sonucun bu genel ortalamalar icin gegerli olup olmadigini
aragtinmiz. Ornegin (3) esitligi n > 3 icin dogru degildir. Bu konuda daha genis bilgi icin
P.P.KOROWKIN’in, Tiirkce cevirisi H.Sahinci tarafindan yapilmig olan “Egitsizlikler” (Matematik
Dernegi Yaywnlari, Sayi:1, 1962) kitabi gorilebilir.

Alistirmalar

1. Kenarlar a,b, c olan bir iicgende
a) a® <20’ +¢c?) (Yoha<b<e)
b) Vbe++/eca+Vab<a+b+e

2. Dik kenarlan b, ¢ olan bir dik ticgende hipoteniise ait yiikseklik &, ise
1
h'g = 5932(5’3)

3. Kenarlar: a,b, c olan bir iiggende [AD)] bir i¢ agiortaydir. D den AB ye ¢izilen paralel dogru AC
yi D' de keserse

1
D] = 296,0
4. Kenarlan a,b,c olan bir iiggende BC ye paralel olan bir dogru [AB],[AC] yi E, F de kesiyor.
|EF| = |CF)| ise
|EF| = “g 1(e,b)
5. Bir ABCD yamugunda (AB//CD), K = AC N BD den DA ya gizilen paralel dogru AB yi

E de, BC ye cizilen ise CD yi F de kesiyor. EF nin BC N AD den gectigini gosteriniz. (Yol:
2|CF| ve 2|AE| neden tabanlarin harmonik ortalamalaridir?)

6. Ilk iki terimi a; = 2, a3 = 6 olan
a) aritmetik b) geometrik c¢) harmonik
dizinin ag, a4, a5, ag terimlerini bulunuz.

7.1, 2, 4 saylannin geometrik, aritmetik, kareli, harmonik ve kareli ters ortalamalarim
hesaplayimz.

8. a,b,¢,d pozitif sayilar olsun. a,b nin g, ortalamas: ile ¢,d nin g, ortalamasinin g, ortalamasi,
bu dort sayimin g, ortalamasina esit olacaktir yani

9a(9a(a,d), gale,d)) = gala,b,c,d)

olacaktir. Gosteriniz (bkz. (5)).




