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DOGRUSAL INDIRGEMELI DIiZILER

Bu sayida dogrusal indirgemeli dizi denilen 6zel
iizilere bakacagiz.

tirden Bunun ne oldugunu
L, 4,

dizisi kareler dizisidir, dizinin

sOylemeden once bazi 6rneklere bakalim.
9, 16, 225,
ayni sekilde
¢n, = n? formilini elde ederiz. Ornegin 38-inci
terimi istivorsak bu 382 = 1444 ’tiir. Bir de 1, 2,
5,26, 677. ... dizisine bakalim. Dikkat edersek her
terimin kendinden oncekinin karesinden bir fazla

gittigini varsayarsak n-inci terim icin

oldugunu goririz. 38-inci terim nedir? Bunu bul-
mak uzunca ve tatsiz bir takim hesaplar gerekti-

rir. Bu isi bir bilgisayara nasil yaptirinz? Bilgi-
sayara once yukarda gozledigimiz 2,41 = (2,)?
bagintisin: veririz, sonra da z; = 1 ilk teriminden

baglayarak sirasiylan = 1,n = 2,...,n = 37 igin
bagintiy: kullanmasi isteriz. Birgok dizi bu ikin-

dizinin bir terimi kendinden 6nceki bir veya birkag
Zen tanimlanmaktadir. Matematik-
2 n — k-mma1 terim kendinden onceki k

bir fonksivonu olarak verilmektedir. Bu

terimin

tir tammlanan

A

dizilere indirgemeli (rekiirsif) di-
lzmz badintisina da indirgeme bagintis

denir. Biraz Once degindigimiz gibi indirgeme

bagintilan bilgisayar kullaniminda ¢ok onemlidir.

Konumuz olan dogrusal indirgemeli diziler, in-
dirgeme bagntis1 dogrusal olanlardir. Yani baz
Ay, Ag,..., Ar katsaylan igin dizinin terimleri
(n=1.2,...ign)

otk = A1Tnpk—1 + A2Trnpk—2 + -+ Arza (1)

bagintisin1 saglarlar. Birkag Ornek verelim; 2,
4, 8, 16, 32, ... geometrik dizisinde her te-
rim kendinden Oncekinin iki katidir. Yani her
n = 1,2,... i¢in z,41 = 2z, bagntis1 saglanir.
Bu bagimt1 ¥ = 1,A; = 2 olmak iizere (1)
tiiriindendir. Fibonacci dizisi denilen 1, 1, 2, 3,
5, 8, 13, 21, ... dizisinde ikinciden sonra her te-
rim kendinden 6nceki iki terimin toplamudir, ya-
i Tp42 = Tp41 + Tn bagintist vardir. Ote yan-
dan 4, 2, 6, 8, 14, 22, ... dizisi de aym1 bagintiy:
saglar. Fark baslangi¢c degerlerindedir. Fibonac-
ci dizisi 1, 1 ile baglarken ikinci dizi 4, 2 terim-
leriyle baglamaktadir. Genellersek (1) tiiriinden
bir indirgeme bagmntisi tek bagina pek g¢ok di-
zi tarafindan saglamir, ancak baglangic degerleri
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dedigimiz ilk k terim z,,z,,...,2) degerlerini de
bilirsek indirgeme bagintisini sirasiyla n = 1,n =
2,... i¢gin kullanarak tiim terimleri hesaplayabili-
riz. Bagka bir deyisle (1) bagintis1 ve baglangic
degerleri tiim diziyi tanimlamak icin yeterlidir.

Simdi dogrusal indirgemeli bir dizinin n-inci te-
rimini veren bir formiil bulmaya calisacagiz. Gos-
terimde kolayhk olsun diye indirgeme bagintisinda
iki terim oldugunu varsayalim, yani £ = 2 duru-
muna bakiyoruz, bagintimiz

Znt2 = A1Zny1 + Aoy (2)

tirindendir. Genel (1) durumu OSrneklerde de
deginecegimiz gibi kolayca benzer gekilde buluna-
bilir. (2) bagintisini saglayan geometrik dizilere
bakalim. Yerine koyup sadelegtirirsek z, = r"™ di-
zisinin (2) bagmntisini saglamasi igin gerek ve yeter
kosulunun

1‘2—A1‘I‘—A2=0 (3)

egitligi oldugunu buluruz. Bir adim daha atalim,
(3) denkleminin kokleri rq ve r3 olsun. C,D kat-
sayilari ne olursa olsun

zn = C(r1)" + D(r2)" (4)

dizisinin (2) bagintisini sagladigi uygun terimleri
bir araya toplayarak hemen gériiliir. Ozetlersek,
(3) denkleminin koklerini kullanarak ¢ok sayida
(C ve D katsayilarina istedigimiz gibi segebiliriz!)
dizi bulduk.

Simdi (2) bagintisinin yamsira dizinin baglangig
terimleri z; ve zo verilmig olsun. Acaba bu dizi
uygun C, D katsayilan ile (4) tiirinde yazilabilir
mi? Uygun C, D nasil segilebilir? Bunun igin (4)
te sirayla n = 1 ve n = 2 alarak gikami z; ve z; ile
egitleyelim.

Cri+Drs = 23
C(?1)2+D(f‘2)2 = I

(5)

sistemini elde ettik. Sansimiz var da C,D kat-
sayillarim (5) sisteminden ¢ozebilirsek gercekten
de (4) bize dizinin tiim terimlerini verecekfir.
Yaptiklarimizi bazi 6rneklerde izleyelim:

1.2y = 6, z; = 0 baglangic degerleri ve

Tpto = Bxnp41 — 62, bagintisi ile verilen dizi-
yi bulalim. Once birkag terim hesaplayalim:
bagintida sirayla

n=1 igin z3=5z3—6x;=-36
n=2 igin =z4=>5z3—6x9=—180
n=3 igin x5 =524 — 623 = —684
gibi istedigimiz sayida terimi hesaplayabili-
riz. Simdi yukarida geligtirdigimiz y6nteme
bakalim. (3) denklemi r2—5r+6 = 0, kdkleri
r1 = 2, v = 3 oldugundan, (5) sistemini bu-
luruz:
2C + 3D
4C +9D

Sistemden C = 9, D = —4 buluruz. O hal-
de dizimiz igin z, = 9:2" — 43" formilini
elde ettik. (Formili n = 1,2,3,4,5 icin
hesapladigimiz degerlerle kargilagtiriniz.)

. Fibonacci dizisinin genel terimini bulalim.

(3) denklemi 72 — r — 1 = 0, kokleri ise
T12 = %ﬁ oldugundan, (5) sisteminden C
ve D katsayilarini bulursak n-inci terim igin

(5 ()

formiiliini elde ederiz.

. Buldugumuz ydntemin kolayca genellestiri-

lebilecegini sOylemistik, buna bir 6rnek ve-
relim:

Ty = 2, zg = 8, 23 = 8 ve 243 =
2Zn42 + ZTne1 — 22, ile tammlanan dizi-
yi ele alahm. Burada k£ = 3 oldugundan
yukaridaki adimlari uygun sekilde genelle-
memiz gerekecek. Ilk olarak geometrik dizi-
ler icin (3) yerine 73 —2r2 —r 42 = 0 denkle-
mini buluruz. Kékler 1, -1, 2 oldugundan (4)
yerine z, = A+ B(—1)"+C - 2" koymaliyiz.
Baglangi¢ degerlerini alinca (5) sistemi yeri-
ne

A-B+2C = 2
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A+B+4C = 8 vb. gosterilir. Ashinda burada (farkina var-
A=B+B0 = 8 madan) timevarimla istedigimizi kanitlamisg
olduk. (Neden?)
sstemini buluruz. A=2, B=2,C=1
Wizzundan, T, = 24+2(—1)" +2" olmalidir. 6. Yiiksek bir merdivenin ilk basamagindaki
bir kurbaga sicrayarak yukari cikiyor.

< . rturunden olmayan bazi bagntilar bi- Kurbaga her seferinde ya bir basamak ya

rzz oynayarak istenen tiire benzetilebilir. da iki basamak sirayabiliyor. Bu gekilde
kurbaganin 38-inci basamaga varabilmesi

igin kag degisik yol vardir?

< temimi 4, ondan sonraki her terimi bir

“zceainin iki katindan 3 fazla diziye bakalim.

Zzznt Tp+1 = 22, + 3 seklindedir. Bu ) g 2,
© cirinden degildir.  (Neden?) An- Froblem! fanmmaye gaugsiun:  Ddnd
2k bagmtida n yerine n + 1 koyarsak basamaga kurbaga tek sicrayigta cikar. Yani

fesz = 2%a41 + 3 olur. Bundan ilkini ikinci basamaga ¢ikmak icin tek yol vardir.
Zaiz2 = 22, :

phanrsak, Za_3 — Zn-i = 2AZa—i — Zn), 3.basamak i¢in 11:11 .yol vardir, ?'a teker te-
PR S Is ker sicrar, ya da iki basamak birden sigrar.
“tzenlersek Tp42 = 3zp-1 — 22, olur. Bu )

_ tirindendir. Ancak baglangic degeri ola- Bu gekilde devam etmeye galigirsak, 4. ba-

rak z; ve 2 gerekecek; z; = 4 verilmisti, samakta bile hesap karigiyor. Mademki ko-

-- icin en bagtaki bagmtidan (n = 1 icin numuz diziler, bir dizi tanimlayalim. n-inci

k) 55 = Drpt s =i Lol 1Ge basamaga cikan degisik yollarin sayisina y,
r=kli islémlerden sonra z, = —3 + 7 -2"'-'I diyelim, g2 = 1, y3 = 2 oldugunu bulduk.

g (1 ne olabilir?) y,4+2 ’ye bakalim. Kurbaga
E n 2-nci basamaga nasil gikabilir? Bir sigrayis
once ya n + 1 ya da n-inci basamakta ola-
cakti. O halde n + 2 ’ye varan iki tiir yol
vardir, ya n ’ye gelip ¢ift sicrayan yollar
(bunlarin sayisi y, idi), ya da n + 1 e ge-
lip son adimda tek sigrayan yollar (bunlarin
da sayist Y41 idi). O halde Ypy2 = Ynt1+Yn
bagintisim1 bulduk. Artik ysg i hesaplayabi-

Zzz <zilerin genel terimlerini bulmak i¢in bir
vontem zelstirdik. Genelde bir dizinin yalnizca
tem= === Dbulmak yetmez, onunla ilgili baz
“z= == bulmamz gerekebilir. Bu ozellikler ya
st zcz=miz formil yardimiyla ya da indirgeme
sz ==x: doZrudan kullanarak gosterilebilir. Bu-

zz =re=c ornek verelim:
: liriz.

. Titomacc dizisinin ilk 8 teriminden 3 ve 6- 7. Fibonacci dizisinin ardigik terimlerinden
== cerimler cift, digerleri tektir. Bu aca- biiyiigiin kiiciige oranina bakalim. Bu oran-
2z 2=p dogru olur mu, yani 3k-inc1 terim- lar swasiyla 1/1 = 1 3/2 = 15 5/3 =
== == cift, digerleri hep tek midir? Bu so- 1.666 8/5 = 1.6 13/8 = 1.625 21/13 =
wii= yemit ararken buldugumuz z, ifadesi 1.615 34/21 = 1.619 diye gitmekte. Oran-
s=& ‘s= varamaz. Indirgeme bagintis: ise ok larin  1.618 gibi bir sayiya yaklagtigim
s =221, Kanitlamak istedigimiz terimle- goriiyoruz. Bunu kanitlayabilir miyiz? =,
—n t=i-tek-cift-tek-tek-gift-... oldugu. z, ve i¢in yukarida buldugumuz ifadeyi yakindan
T._: =% olsunlar. indirgeme bagintisindan inceleyelim. ltiﬁﬁ sayis! -1 ile 0 arasindadir,
T.-1 = Za:] + 2, olacaktir, yani zp4; = n-inci kuvvetleri n biiyiidiikge sifira yaklagir.
=x — "=« = ¢ifttir. Devam edelim, n yerine O halde biiyiik n degerleri ic¢in z, teri-
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n—_ sovarsak, Tp43 = Tpp2+ Tng1 = cift + PR i
o = “=c7. Aym yolla 2,44 "in tek oldugu V5

ki
) sayisina yakindir, ya-







