KONUMUZ 3

DUZLEM GEOMETRIDE ACILAR VE OLCULERI

Cem Tezer

Bu yazida, diizlem Euclid geometrisinde, her-
birinin digerleri tarafindan yerine getirilmesi giig
hatta imkansiz gorevleri olan ti¢ ag1 ve ag1 6l¢iisii
kavramini ele alacagiz.

Once Euclid diizlemini IR? olarak diigiinelim ve
IR? nin IR {izerindeki vektdr uzay: yapisim kullana-
rak bazi geometri kavramlarini gézden gegirelim.
Burada verecegimiz tanim ve gosterimler eldeki
yaziyla ilgili olup, yaygin veya geleneksel olduk-
lar1 iddia edilmemektedir.

Birbirinden farkl A,B,C noktalari
verildiginde eger
0<ixl ve A=tB+(1-1t)C

olacak sekilde bir ¢t € IR varsa, “A,B ve C
arasindadir” diyoruz. Bunu kisaca BAC seklinde
gosterelim.

Gene birbirinden farkhh A, B noktalarn ver-
ildiginde kosesi A da olan ve B den gecen
yaridogru ile IR? nin

(AB = {X € AB,~ XAB}

altkiimesini kastediyoruz. (Bu tammla A ¢ (AB

oldugunu isaret edelim.)

Koge noktalan ortak ¢ = (OA,b = (OB,c =
(OC yanidogrularini ele alalim. Eger X,Y ve Z
arasinda kalacak sekilde X € a,Y € b, Z € ¢ nok-
talar: varsa “a,b ve ¢ arasindadir” diyecegiz.

Simdi de birkag basit cebir kavramini
agiklayalim: a € IR — {0} olsun. z,y € R igin
eger ¢ — y = na olacak sekilde bir n tamsayisi
varsa ¢ ~ y yazahm. “~” IR iizerinde bir denk-
lik bagintisi olup bu bagintiya gore z i i¢inde bu-

lunduran denklik sinifim [z], ile gosterelim. Yani

o . .
z ~ y olmasi icin gerek ve yeter sart [z]o = [y]a
dir. “<X” ya gore denklik siniflarinin kiimesini R/
ile gosterelim.

[z]a + [¥)a = [z + ¥la

seklinde tanimlanan iglem IR/a tizerinde dogru
tanimlanmg olup, IR /a y1 degigmeli bir grup ha-
line getirir. R/a ya “a devirli sayilar grubu”

diyecegiz.

Once “a-ana deger fonksiyonu”
a
B aar % o
R/a — ( 5 2]
y = Ea([z]a) sayssi [z]a = [yla ve y € (-5,5
sartlarini saglayan biricik say1 olarak belirlenerek
tanimlansin.

Ikinci olarak “a-ikiye bolme fonksiyonu”
Yo :R/2a » R/a

Yo([z]2a) = [2/2]a
seklinde tanimlansin.

Son olarak da
ARG :R? - {(0,)} —» R/27

fonksiyonunun (z,y) € R? — {(0,0)} deki degerini
el il .

cosf = T e
(2% +92)? (22 + y2)2

egitligini saglayan biricik [f]o, € IR/27 olarak
tamimlayalim.

I. Ham Acu:

Ham ag ile smur  noktalarnn  or-

tak iki yaridogrunun tegkil ettigi bir sirasiz cifti

——
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yahut da kiimeyi anliyoruz. g = (OA,b = (OB
yaridogrularindan olugan ham aciy1 {g,b} seklinde
gosterebilecegimiz gibi daha geleneksel bir bicimde
JAOB geklinde de gosterebiliriz. JAOB ham
agisiun Olglisi (Olci icin de aymi gosterim kul-
lanilarak)

JAOB = |E;z(ARG(OB) — ARG(OA))|

seklinde [0,7] araliginda bir gergek say: olarak
tanimlanir.

Tabii, bu soyut sunug Ogrenciye dogrudan
uygulanamaz. Sezgiye daha acik olup, geo-
metri Ogreniminin ¢ok erken safhalarinda ele
alinabilecek bir “tanim” olarak sunu teklif edebi-
liriz: 4,0 merkezli ve birim yaricapli bir cember
olsun. {K} = n(0A,{L} = y~(OB

JAOB sayis v lizerinde K noktasini L noktasina

ise

birlegtiren en kisa yayin uzunlugudur.

ik
kargilagtig1 aci kavrami, bizim ham ag adini ver-

Geometri  O6greniminde,  Ggrencinin

digimiz aqidir. Geometrinin tarih igindeki tabii
geligmesine sadik her sunug icin bu ag cesidinin
vazgecilmez olduguna inaniyoruz. Ozellikle, temel
kargilagtirma teoremlerinde bu agi 6nemli bir ye-
re sahiptir. Bunun, belki en esash 6rnegi olarak
“biiyiik ac1 - biiyiik kenar” teoremi alinabilir:

Teorem: Bir ABC iicgeninde |AC| > |AB| ol-
masi i¢in gerek ve yeter gart
JABC >4ACB olmasidir.

Temel denklik teoremleri (6rnegin KAK,AK A
vb. teoremler) ve temel kargilagtirma teoremle-
rindeki (mesela biiyiik ag - biiyiik kenar teoremi,
figgen esitsizligi vb.) 6nemli ve vazgecilmez yeri-
ne ragmen ham acinin ileri geometri bahislerinde
¢ok seyrek kullanilmasimin sebebi bu ac¢inin koéti
cebirsel Ozellikleri olmasidir.

JAOB+ JBOC =3A0C

yazabilmek i¢in 6nce (OB nin (OA ve (OC
arasinda kalmasini istemek zorundayiz.

II. Yonli Acu:

Yonli a1 ile sinir noktalar: ortak iki yar-
dogrudan meydana gelen sirals bir ¢ift anlhiyoruz.
Sirasiyla ¢ = (OA,b = (OB yandogrularindan
olugan yénli aciyr (a,b) seklinde, dogrudan bir
sirali cift olarak yazabilecegimiz gibi, daha ge-
leneklere yakin bir gekilde -§AOB olarak da
gosterebiliriz. %’AOB yonlii agisinin Sl¢iisiinii ge-
ne ayn gosterimi kullanarak

JAOB = ARG(OB) — ARG(0A)

ile tanumlanan 27 devirli say: olarak tanimliyoruz.
Gene ogrenciye sunusg icin gunu teklif edebiliriz:
7,0 merkezli birim yarigapli bir ¢ember olsun.
{K} = yn(OA,{L} = 7n(OB ise v iizerinde K
noktasini, L noktasina birlegtiren ve saatin tersi
yonii arti olarak olciilen muhtelif yaylarin uzun-
luklar: birbirlerinden ancak 27 nin katlar kadar
farkli olabilirler. Bu bize 27 devirli bir say: verir.
Bu sayi ;)'AOB yonli agisimn Olglsiidir.

Yonli ag ozellikle trigonometri sahasimin

vazgecilmez aletidir. Siniis ve kosiniis bu

acinin fonksiyonlar olarak goriilmelidir. Ayrica
diizlemin 6nemli izometrilerinden dénmeler de sa-
bit biraktiklar: nokta ve bir yonli ag ile tarif olu-
nurlar.

Analitik yontemlerde yonli agilarin 6nemi bu
acilarin gizel cebirsel ozelliklerine verilmelidir:

JAOB + IBOC = JA0C

daima dogrudur.

Yénli ve ham aq 8lciileri arasinda
JAOB = |Epr(JAOB))|

iligkisi oldugu aciktir.

ITI. Dogrular Arasindaki Agu:

Bu halde agt herhangi bir (a,b) sirali dogru
¢iftidir. Dogrular arasindaki aginin &lgiisiini
J(a,b) ile gostererek gu gekilde tanimlayabiliriz:
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a,b paralel veya gakigik dogrularsa J(a,b) = 0,
eger {O}=anbve A€ a-{0},B €b- {0} ise

¥(a,b) = [E22(JAOB)]x

geklinde w-devirli bir sayidir. Gene goze hitap
eden bir “tamim” verilebilir; Merkezi a ve b nin
kesigtigi D noktasi olan birim yaricaphi bir v
cemberini ele alahm. any = {41,42},b07 =
{Bi1,Bs} olsun. + iizerinde, saatin tersi yoni
art1 sayilarak, A,, A; noktalarindan herhangi biri-
ni By, B; noktalarindan herhangi birine birlegtiren
mubhtelif yaylarin uzunluklar birbirlerinden ancak
7 nin katlann kadar farkli olabilirler.
devirli bir say1 verir. a ve b dogrulan arasindaki

Bu bize 7

acimn Olgiisii budur.

Once dogrular arasindaki acinin cebirsel olarak
son derece elverigli oldugunu igaret edelim. Her-
hangi a,b, c dogrulamn icin

J(a,b)+ (b, ¢) =9(a,¢)
daima dogrudur.

Simdi de “cemberde ¢evre ag1 ayni yani goren
merkez aginin yansidir” geklinde sloganlagtirilan
onemli teoreme bir goz atalim: Burada hangi a1
cesidinin kullamldig belli degildir. O merkezli bir
v cemberi iizerinde A,B ve X noktalarnn alalim
(Sekil 1).

Sekil 1.

Ham agilar kullanilirsa
JAXB = 3 340B

86z konusudur. Fakat bu genel olarak yanhs olup
ancak X ve O noktalarn AB dogrusunun aym
tarafindaysa gecerlidir.

Ham acilar kaldirilip, yerine yonli agilar
konuldugu takdirde, yani

JAXB = %:iAOB
s0z konusu edildiginde aym yanhghk devam et-
tikten bagka diger bir piiriiz daha ortaya cikar:
JAOB, 2r devirli bir say1 olduguna gore, bu
miktarin yaris: nasil anlagilmalidir? Gergekten de

IR/27 icinde
2 = JAOB

denkleminin aralarinda [r]e, kadar fark olan tam
:?:[AOB nin yars: olarak
bunlardan birini tercih etmek mimkin degildir.
Bu zorluk ancak iki farkhi agi kavrami bir ara-
da kullanilarak giderilebilir: “Cevre a¢1” dogrular
arasindaki agi, “merkez ag1” ise yonli ag olarak
alinmalidir. Bu durumda Y2, : R/27r — R /=, bu
yazinin baginda tanimlanan ikiye bélme fonksiyo-
nu olmak tizere

iki ¢Oziimii vardir.

(XA, XB) = Y2,(JAOB)

X # A,B olmak kaydiyla X noktasimin yerin-
den bagimsiz olarak dogrudur. (Tabii mesela
X = A hali XA yerine A daki teget alinarak
halledilebilir!) Bu gozlem, diizlem geometride
yiizlerce konum teoremine esas tegkil eden bir
sonug verir:

Teorem: Birbirinden farkli 4, B, X,Y nokta-
larinin ayni cember veya dogru iizerinde kalmalar
icin gerek ve yeter sart

J(X4,XB) =4(YA,YB)
dir,

Bu teoremin kullanihigimi, diizlem geometri-
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Teorem: (Jekil 2) Bir ABC iicgeninde, X €
EC - {B.CLY € CA-{C,A},Z € AB -
AYZ,XBZ ve
777 Zczenlerinin cevrel ¢emberlerinin ortak bir

<. 5 noktalann verildiginde,

Sozkonusu ii¢ ¢emberin higbirinin bir

ZZerine teget olmadigimi varsayalm. XY C nin
'''' . cemberi ile AY Z nin cevrel ¢emberleri bir
1 = X.Y. Z noktasinda kesigirler. M, X,C,Y bir
cemoer dzerinde oldugundan

HMX ,MY)=3(BX,CY)=9(BC,CA)

M,Y,A,Z bir c¢ember iizerinde

sekilde

< MY, MZ)=3(AY,AZ) =3(CA, AB)

ve bu 1k esitlikten de
SMX.MZ) = IMX,MY )+ JMY,MZ)
= J(BC,CA)+ J(CA,AB)
= <(BC,AB)
= <J(BX,BZ)

bulunur. Demek ki B, M, X, Z noktalar: ayni ¢cem-
ber tizerindedir. Sézkonusu ¢emberlerden ikisinin
teget olmasi1 durumunu okuyucuya birakiyoruz.

Ham ve yo6nli ag kavramlan yayginlhk
kazanmig ve genel olarak dogru anlagilmiglardir.
Buna kargilik, belki de bu ikisinden de Gnemli
olan dogrular arasindaki agi az taminmig ve sik
stk yanlig anlagilmigtir. “Elemanter” geometri
metinlerinde dikkatle kullanilmasi o kadar yeni-
dir ki Coxeter [1]’de, R.A. Johnson ([4]) ve D.K.
Picken’i ([6]) bu agimn mucitleri olarak aniyor.
H.G. Forder’in da “cross” dedigi ([2]) sey dogrular
arasindaki acidan bagkasi degil. Aslinda kavram
ileri geometri metinlerinde (6rnegin [5]) daha es-
kiden kullanilmaktaydi. Gergekten de Laguerre’in
sonlu bir O noktasinda kesigsen a ve b dogrulan
arasindaki aciy1 €2 y1 a,b ve O dan gegen iki izot-
ropik dogrunun capraz oranina esit kilan # olarak
tanimlamasi gecen yiizyilin ortasina rastliyor ([3]).
Bu 7 devirli bir miktar olup, bizim verdigimiz
dogrular arasindaki agi dlgiisiine kargilik gelmek-

tedir.
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