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DOGRUSAL iNDIRGEMELI

SICRAYAN KURBAGALAR

Albert Erkip

Once gecen sayidaki problemleri yanitlamakia
ise baglayalim.

(1) Zp42 = 2Zp41 — Ty dizisini buldugumuz yol-

2)

3)

T S —

dan ¢dzmeye galigirsak 72 —2r -+ 1 = 0 denk-
lemi ¢ikar. Kokler r; = 2rp = 1. z, = Cr7+
Dry ¢oziimiinde C, D katsayilarim bulalim.
Baglangic degerlerinden:

C+D =1
C+D = 3

Igler karigti: Bir celigki bulduk, demek ki
gecen sayidaki yol bu kez yiriimedi. Bagka
bir yol deneyelim. Sirayla terimleri in-
dirgeme bagintisindan hesaplarsak, diziyi
1,3,5,7,9,... olarak gériiyoruz. Bu bir arit-
metik dizi; genel terimi de z, = 2n — 1.
(Bunu kanitlayabilir misiniz?)

Tnrz = (2p41)%/(zn)? bagmtismi Snce
gordiiklerimize benzemiyor. Ama bunun
logaritmasini alip y, = logz, diye yeni bir
dizi tamimlarsak, y, icin Yny2 = 3Unt1 — 2¥n
buluruz. y; = logzy =logl =0, ¥y =
logzg = logl0 = 1 degerleri de var. O
halde y, = 2™ ! — 1, aradiimiz dizi ise
z, = 102"-1),

Fibonacci dizisi 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89, 144,.... Bu terimleri iice bdliip kalanlan
siralayalim: kalanlar 1,1,2,0,2,2,1,0,1,1,
2,.... Goriilen, kalanlar dizisinin 8 terimde
bir tekrarladigi. Bunu nasil kanitlayabiliriz?
z, terimini iice bdlince kalan tam sayiya
rp diyelim. Zp42 = ZTnp41 + T, oldugundan
Tn42 Y3 Tn41 + Tn ye ya da bu saymin iicle
béliindiigiinde kalanina esit. Modiiler arit-
metik igimizi kolaylagtirabilir. Ciinki bu son
dedigimiz

fnt2 = Tn41 + ™o (mod 3)
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olarak ifade edilir. Yani kalanlar da bir tir
Fibonacci dizisi. Hesapladigimiz terimler-
denry =13 = 1verg = 19 = 1. O halde
T11 = T3, T12 = T4,...,Tn48 = T Olacak.

Simdi r, lere bir kez daha bakalm. rq =
rg = 0. O halde bunlardan 8 sonraki
12,16,20,24,... terimleri hep sifir. Bu da
Fibonacci dizisinde 4,8,12,...,4n-inci te-
rimlerin {iciin kat: olduklarim1 kanithyor.

Begin kat1 olan terimleri bulmay: da size
birakalim.

Bir saymn son rakamu, sayiy1 onla bdoldi-
giimiizde elde ettigimiz kalandir. Fibonacci
dizisindeki terimlerin son rakamlarma 7, di-
yelim. 3. problemdeki gibi r,, icin 7,42 =
Tn41 + Tn  (mod 10) bagintis: vardir ve bu
dizinin kendini bir yerden sonra tekrarlamasi
igin 7 = Pmtk, Tm+1 = Tm4k+1 Olmas: ge-
rekir. Bu durumda indirgeme bagntisindan
dizinin ilk m terimden sonra kendini %k te-
rimde bir yineledigini kantlayabiliriz.

0O halde r,’lerin tekrarlanip tekrarlan-
madigimi anlamak icin sabirla dizinin te-
rimlerini yazip ardigik (7m,7m+1) ciftinin
tekrarlanip tekrarlanmadigina bakmak ge-
rekiyor. Yanhg yapmadimsa (reo,761) ifti
(1,1) yani (ry,72). Demek ki dizi 60 terimde
bir kendini tekrarhyor.

Ashinda tekrarlama oldugunu g@stermenin
daha zahmetsiz bir yolu da var. O da
§u: (Tm,Tms1) ciftlerinin alabilecekleri tiim
degerler (0,0),(0,1),(1.0),...,(9,9). Bu
da tam 100 farkh deger ediyor. Biz di-
zinin ilk 101 ardigik cifti (r1,72),(r2,73),
.- +>(7102, T103) "1 alirsak bunlardan en az iki-
sinin birbirine egit olmas: gerek. Yani Fibo-
nacci dizisinin son rakamlan bir yerden son-
ra kendilerini tekrarlamalh.
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Bu ikinci verdigimiz kamt matematikte
“cekmece ilkesi” denen bir ilkeye dayaniyor.
Elimizde k tane cekmece, iclerinde de en
az k + 1 corap varsa, en az bir ¢ekmecede
en azindan iki corap olmalidir. Bu basit
goriinen ilke ile ¢ok sayida matematik prob-
lemi kolayca ¢oziilebiliyor. Bir noktaya dik-
kat! Coraplarin hangi cekmecede oldugu
hakkinda bu ilke hi¢ birgsey sdylemiyor.
Biz de ikinci kamtimizda tekrar olmas:
gerektigini bulduk, ama hangi terimde ola-
cak, bunu ancak bagka yoldan bulabiliriz.

i Para konusunda dikkat etmeli. A bankasima

bakalim. Once iicretini kesip sonra faiz ver-
mesi igimize gelmiyor ciinki bu durumda
kestikleri 1 milyonun faizini alamiyoruz. O
halde 6biir yolu tercih edecegiz. Bankaya po
lira yatirdik, bir y1l sonunda 0.5pg faiz aldik,
1 milyon kesildi, toplam para p; = po +
0.5pg—1 = 1.5pg—1 oldu. Milyonlar yer tut-
masin diye yazmadik. n-inci yil sonundaki
toplam parayi p, ile gosterirsek, aym yoldan
Pns1 = L1.5p, — 1 bagintis1 ¢ikiyor. Gegen
sayida gordigimiiz gibi bunu ¢6zebilmek
icin 6nce n yerine n + 1 koyup sonra taraf
tarafa ¢ikariyoruz ve p,4o = 2.5pn41 — 1.5p,
indirgeme bagintisim1 buluyoruz. Baslangig
degerleri pp ve py = 1.5pg — 1 oldugundan
cOzlim:

Pn =2+ (po — 2)(1.5)".

B bankasinda igler daha kolay, n-inci yil so-
nunda biriken toplam paraya ¢, dersek %45
faiz aldigimizdan g,4+1 = 1.45¢,. Bagta pg
lira yatirdik, o halde g, = po(1.45)".

Simdi iki bankayr kiyaslayalim. pg miktar:
2 milyondan azsa A koétii, ¢iinki paramiz
artmak bir yana azaliyor, bir siire sonra da
borclu cikacagiz. pg, 2 milyondan fazlaysa
belki ilk yillarda B daha ¢ok gelir getirebilir,
ama uzun vadede (1.5)" dizisi (1.45)"’den
daha hizli arttigindan tercih A olmali.

Kirik basamag: bir kenara birakip kurbaga-
nin herhangi bir anda n-inci basamaga gel-
me olasihgma p, diyelim. Kurbaga bas-
ta birinci basamakta oldugundan p; = 1

(")

dir. Ikinci basamaga kurbaga ancak ilk se-
ferde tek basamaklik bir sicrayig yaparak
erigebilir, bu da 1/2 olasihikla olur. Ya-
ni p = 1/2. Ugiinciide igler zorlagiyor.
Onun yerine p,42 ye bakalim. (n + 2)-nci
basamaga kurbaga ya (n 4 1)-inciden tek
basamak sigrayarak ya da n-inciden ¢ift ba-
samak sicrayarak gelebilir. Bu son iki olayin
da olasilig: 1/2. O halde

1 1
Pnt2 = 5Pnt1 o+ 5Pn:

Bu indirgemeli dizinin ¢ziimi

nei-(3)]

38-inci basamaga gelme olasihig ise

2.1y
P38—3 238

bu da £ ten biraz kiigiik.

Ote yandan 38-inci basamaga basmadan
75-inciye varmak icin kurbaga o6nce 37-
nciye gelmeli (bunun olasihig ps7) sonra ¢ift
sicramali (bunun olasilig: da 1/2) ve son ola-
rak da 39-uncudan 75-inciye gelmeli. Bu son
ig i¢in 75 — 39 = 36 basamaklik bir yol ka-
tetmesi lazim ki, bu da birinciden 37-nciye
gitmekle egsdeger, olasilig1 ps7. Birlestirirsek,
aradigimiz olasihik
2
P37'%'p37=§(1+2—;1,‘7) -

n-inci yil bagindaki G sayisina g,, D
sayisina d, diyelim. Baglangicta tek bir G
var, yani go = 1, dop = 0. Her yil bir G den
bir G ve bir D, bir D den ise bir G ve iki D
oluguyor. Yani

gn + dn
gn + 2d,

Gn41

dn+1

Bu bir indirgeme bagintis: gibi ama iki denk-
lem ve iki bilinmeyen var. Nasil ¢6zecegimizi
kara kara diigsiinmek yerine birkag terim
hesaplayalim:

n=1d=1
93=53 d3=8;

g2 = 2, dy = 3;
g4 = 13, d4 =21,
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Bu Fibonacci dizisi. Yani tahminimiz
z, Fibonacci dizisi olmak iizere g, =
Toam-1, dn Gergekten de bu-
nu timevarimla kanitlamak zor degil. Bu-
nu size birakip problemi tamamlayalim.
Aradigimiz d,/g, orami. Fibonacci dizisi
icin

4[58

oldugunu bulmustuk. O halde

= I2n.

o me I B
In e Ton—1 = (1_%/_5)2“-1 2 (l:%@)%'—l

2n — 1 tek bir say1 oldugundan paydadaki
(1265)20=1 terimi negatif, paydaki ise pozi-
tiftir. Bir kesirin payim biiyiitiip paydasini
kiiciiltiirsek kesir biiytir. Yani:

2n
= (%@) 1445
Gn (1_%45_)2“*1 2

15 — 1618..., halbuki 5/3 = 1.666...,
daha biiyiik. Demek ki d,/g, hep 5/3 ten
ufak kaliyor.

¥ k% %k %

Gecen sayidaki problemlerin ¢dziimlerine
baktik. §imdi de indirgemeli dizilerle ilgili bir-iki
noktaya daha deginelim:

Tlki birinci problemle ilgili. Yontemimiz orada
islemedi. Nedeni de tahmin ettiginiz gibi 7 = 79
olmasi. Genelde bakarsak iki durum s6z konusu:
koklerin farkh oldugu durumda gecen sayida kul-
landigimiz yontem igliyor. Kokler tekrarlaniyorsa,
yani ¢ok kath kok varsa biraz degisiklik yap-
mak gerekiyor. 7, = v = -+ = 7 ise 0
zaman ¢oziimdeki r7,73,...,ry terimleri yerine
P, n?r}, ... ,nP"1r} terimlerini almak gere-
Bu dediklerimizin kamit1 burada vermek
icin fazla uzun ama gecen sayida degindigimiz
“Indirgemeli Diziler” adli kitapta var.

kiyor.

Ikinci nokta son problemle ilgili. Burada tek
bir indirgeme bagintis1 yerine iki bilinmeyenli iki
indirgeme bagintisi bulmugtuk.

gn +dp
gn + 2d,

In+1
dnt1 = (*)

Bu tiir bir sistemi ¢6zmek icin gegitli yollar var.
Ornegin matrisleri kullanarak bir yéntem bulmak
mimkiin, daha fazla ipucu vermeden bunu mer-
aklilara birakalim. Sistemleri ¢ozmenin en kisa
olmasa da kolay bir yolu bilinmeyenlerden birini
yoketmek. (%) sisteminde ilk denklemden d, ’yi
cekelim: dn, = gn41 — gn. 7 yerine n 4 1 alirsak
dpt1 = Gnt2 — gn+1. Bu iki degeri (%) daki ikinci
denklemde yerine koyarsak:

In+2 — In+1 = In + 2(gn41 — Gn)

Toparlarsak gpt2 = 3¢n+1 — gn. Buradan once
gn 'vi ¢Ozer sonra da ilk denklemde yerine koyup
d, ’yi buluruz. Yedinci problemi bir de bu yolla
¢oziintiz!

Dogrusal indirgemeli dizilerle daha ¢ok sey
yapilabilir. temel
yontemleri 6grendiniz. Artik Olimpiyata hazir ol-
maniz lazim.

Konunun ana hatlarini,

Gelelim sigrayan kurbagalara. Altinci problem-
deki kurbagalarin benzerleri Olimpiyat hazirhk
calismalarimizda sik sik yer aldi. Biiyik Olimpik
kurbaga ise 1979’da Londra’da si¢criyordu. 1979
Olimpiyati’nin altina problemi gu:

Diizgiin bir sekizgenin kars: iki kogesi A ve E ol-
sun. Bir kurbaga A kogesinden sicramaya baghyor.
E digindaki her kdgeden kurbaga bir komsu késgeye
sicrayabiliyor. FE kosesine gelince kurbaga artik
sicramiyor, orada kaliyor. Kurbaganin A’dan
E’ye tam n sigrayista gidebilecegi degisik yollarin
sayisina a, diyelim. = 24++/2, y = 2—1/2 olmak
iizere n = 1,2,3,... icin

I - -
a3_1=0 Ve ag, = -ﬁ(:r“ 1y 1

oldugunu kamtlaymiz.

Iyi sanslar!



