= KONUMUZ

KL MELERIN NICELIGI

_ i ., 10} kiimesinin 10 ele-
mame. 11.2.2°.23...,2190} kiimesinin ise 101
£ B
simes: ile {cosnx|n € Z*} kiimesi-
Cinkii birin-

SmagE Wardir a olmak iizere
= = clemanlan vardir.
> “incisi ise {—1,+1} kiimesine esit-

r Bma '-_";::;:_hk {cos1,c082,¢083,...}, Z =

-1 -1.-2.-2,..}ve{k++2:k € Z} ki-
ey Eciniin de sonsuz sayrda fakat “ayni

"z =—znlan vardir. Bu ne demektir? Tim

m sayilanin kiimesi Zt = {1,2,3,...}

= s==:-z ek dogal sayilardan olusan Z] =
_ .. ° __ kimesinin “aym sayida” elemana sa-
© =ooue z=mm soylemek ya da herhangi iki gercel
e z==cca tim gergel sayilar eksenindeki ka-
_ s2v1 bulundugunu iddia etmek daha da

ssr 222l midir? Bu ve benzeri savlar kav-
wmac w= ==nitlamak icin hergeyden Gnce “aym
iz “farkh sayida” elemana sahip ol-
wz: sonu elemanh olmak kavramlarina mate-
mes == oir kesinlik kazandirmak gereklidir. A

aralarinda bire-bir ve érten

imelerine,
=== ya da fonksiyon) tanimlanabiliyorsa

© co czmlanabildigi matematiksel bir kesinlikle
“emeieiiyorsa) bunlara denk ya da es kuvvet-

Jenir ve bu olgu kisaca A = B igareti
w =~ Orten ve bire-bir olan ve bilegkeleri
2z zzz-en iki fonksiyonun bilegke fonksiyonu
& “r=z v= bire-bir oldugundan su 6nemli ve temel
seopede sl2aimiz: A2 Bve B2 Cise A2 C olur.
“=o =0 ¢ zlemanh olmak ne demektir? Uygun
der = dogel sayist icin ZF = {1,2,.
wrweite olan bir kimeye son!u eiemanh ak-

.,n} kimesi

= sonsuz elemanl denir. Bu yazida sonsuz

.= oo« = =czktir. Kiime, fonksiyon, timevarim

(indiiksiyon) ve gercel sayr kavramlan ile “biraz
lsun” tamismis olmak ve kamitlamalara katilma
cabasi. anlatilanlan kavramak icin saniriz yeterli

olacaktir.

 Onerme 1: Z > Z+ dir.
Bu 6nermeyi kanitlamak i¢in Z den ZT ’ya

2k +2 ise

-2k —

k>0

f(k)={ 1 k<0

ise

ile tanimlanan f : Z — Z* fonksiyonunun bire-
Agagidaki
sekilde gozlenen bu duruma bigimsel ispat verme-

bir ve orten oldugunu gérmek yeter.

yi okuyucuya birakiyoruz.

=z- inli kiimelerin neden denk olduk-
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Girig bolimiinde yazilan sonsuz elemanli iig
kiimenin denk olduklarini, okuyucu artik kolayca
gosterebilecektir. cosz = cosy esitliginin ancak
uygun bir k € Z icin y = z + 2k7 gerceklenmesi

halinde dogru oldugu, dolayisi ile farkli pozi-

tif tam sayilarda farkhh kosiniis degerleri alindig
hatirlanmalidir. Bundan sonraki kanitlarda oku-
yucudan daha fazla “katk:” istenecektir.

X sonsuz elerﬁa.nh olsun. X — A ile X kiimesine
ait olup da A alt kiimesine ait olmayan elemanlar
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kiimesini gosterdigimizi animsarsak, adim adim
71 € X,29 € X—{21},23 € X—{21,22},...,2, €
X - {z1,...,Zpn-1},... elemanlarim tanimlayabi-

Simdi X & X —{z,z3,s,...} denkliginin ger-
ceklendigini gérmek icin

Top, T =&, ise
h(z) =
(2) {:z: % E A B iov; Bagevy 188
bi¢iminde tamimlanan A X - X -

{z1,%3,2s,...} fonksiyonunun 6rten ve bire-bir ol-
dugunu gergeklemek yeterli olacaktir ve bu giig
degildir. Sezgisel olarak agagidaki gekilden de
gorebiliriz.

X

.

X~ {31,1‘3,275," }

Evet, herhangi iki gercel say1r arasinda tim
(gercel) say1 eksenindeki “kadar” gercel say:

vardir!. Bunu gormek icin

b—a z b+a
. +
2. 147 2

f(z) =

seklinde tamimlanan f : IR — (a,b) fonksiyo-
nun bire-bir ve 6rten oldugu bicimsel bir tamhikla
gosterilebilir ama bunu fonksiyonun agagidaki gra-
figinden de gozleyebiliriz.

R gercel sayilar kiimesi ile

Bu esgleme gibi cesitli eglemeler yapilabilir.
Netekim, agagidaki gekil de (a,b) arahgiyla R
arasinda bire-bir ve orten bir egleme vermektedir.

Kanitlamalara ilgi duyan okuyucunun yukarida
tamimalanan f fonksiyonunun -bire-bir oldugunu
Bu
fonksiyonun orten oldugu soyle goriilebilir: Her-
hangi bir a < 2z < b alindiginda —(b — a) <
2z—(a+b)<b—ayani|2z—(a+b)|<b—ave

zorlanmadan gosterebilecegini umuyoruz.

f( 2¢ — a(a +b) )_m
(b—a)—|2z—(a+Dd)|/)
gerceklendigi, dolayis: ile (a,b) araligindaki her
gercel sayinin f fonksiyonu altinda bir goriintii e-
leman: oldugu anlagilir.

[a,b) aralig arasinda
bire-bir ve orten bir fonksiyonunun varhgini
kamitlamak “biraz daha” caba gerektirir. Sunlarn
gozleyelim: eger X,(n = 1,2,...) kiimeleri ken-
di aralarinda ikiger ikiger ayrik, benzer bigimde
Y, kiimeleri de kendi aralarinda ikigerli ayrik ve
iistelik herbir n icin X, = Y, ise U, X, =
UL, Y, olur, ciinkii h, : X,, — Y, Orten ve bire-
bir fonksiyonlar: sayesinde

B U X~ U4 Yo;

h(z) = hp(z) (z € X, ise )

geklinde tanimlanan h par¢al fonksiyonu, kolayca
goriilebilecegi gibi hem o6rten hem de bire-birdir.
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Dissms =crs= U22, X, birlegim kiimesinin herbir
lemnams bir ve "almz bir X, kiimesine ait olabile-

1 h fonksiyonunun tamiminda bir

:—:_7:_:_;" voktur. Ayrica a; < by ve az < by
== yme o = s(a1+ b)) veer = %(az + b2) orta
vardimi ile

_ : by — ¢
2:.5;) — [ag,br); g(x) = bz_zf(x—m)%cz

s=¢ =-= tznimlanan g fonksiyonun da a; < z <
= o= =2 < g(z) < by gergekledigi, istelik 6rten

oir oldugu kolayca gerceklenebileceginden
= la;.b9) iddias1 da gdsterilmig olur. Ge-

== vzrnizca bu iki bilgiyi kullanmak ve

:_.: — [a,xl) U [31,32) U [Ig,xs) U-- "y

B =[0,1)

U[-1,0)U[1,2)U[-2,-1)U---

_T*—____;_:_Lln gecerliligini gozlemek kalacakfir.

Szrzcz herbir n dogal sayis: igin z, = b — (b —
= 27 zhinmigtir. z, € (@,b) gergel sayilarinin ar-
tzrzkx b sayisina istenildigi kadar yaklastig: gozlen-

Fozitif tam sayi ikililerinin kiimesi olan Zt x Z*
tomesinden Z7T pozitif tam sayilar kiimesine bi-
-« zstz Cantor’un inlii kdgegen sayma fonksiyo-
numz tzamimlayalim:

V(n,m) € Z* x z*

h *_.m}:n+%(n+m—2)(n+m—1).

ilirse (n 4+ m — 2)(n + m — 1) negatif ol-
mavan tam sayist, iki ardigik tam sayinin garpimi
olduzundan daima cifttir. O halde herbir (n,m)
ozitif tam sayi ikilisi igin hA(n,m) bir pozitif tam
idir. Sunlar goézleyelim: Eger n4+m < n* +m*
ise A n.m) < h(n*,m*) olur, ¢iinkii dikkat edilir-
se, n+m 5 n* + m* — 1 ve sonugta h(n,m) <
n—m-1)+3(n+m-2)(n+m—-1) = 3(n+m)(n+
m—1) < 3(n"+m* - 1)(n* + m* —2) < h(n*,m*)
i olacaktir. O halde h(n,m) = h(n*,m*) ise

a

gecerli

zorunlu olarak dnce n + m = n* + m* ve dolayis1
ile sonra

n = h-.n.m_i—é{n-+m—l)(n+m—2)
nTemT=1)(n" 4+ m*-2)

=

ve sonugta (n,m) = (n*, m*) esitlikleri gecerli o-
lacaktir. Neden? Demek ki h bire-bir bir fonksi-
yondur. h iistelik &rten bir fonksiyondur, ¢iinkii
herbir N pozitif tam sayisi, tek tiirld belirli bir n

dogal sayisi sayesinde

n(n+1) n(n+1) . n(n + 1)

g g rowest g m®
bu
sav okuyucu tarafindan N sayilar1 iizerinden

pozitif tam sayillarindan birisine esittir;

timevarimla kolayca gosterilebilir.

n(n+1)

5 = h(n,1)

ve 0 < m < nise

n(n+ 1)

5 +m = h(m,n —m+2)

oldugundan her N dogal sayisinin kdgegen sayma
fonksiyonunda bir goriintii eleman: oldugu anlagi-
lir. h fonksiyonunun dogal sayi ikililerini agagidaki
kogegenler iizerinden saydifina yani

h(1,1) = 1, h(1,2) = 2, h(2,1) = 3, vb. gergek-
lendigine dikkat edilmelidir.

Simdi, verilen bir n pozitif tam sayisi ile
aralarinda asal olan tim pozitif tam sayilarin
kiimesinin Z1* ile es kuvvette oldugunu ispat-
lamadan hatirlatalim. O halde, paydasinda n
payinda ise n ile aralarinda asal olan tiim pozitif
tam sayilarin yer aldigi pozitif rasyonel sayilarin
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kiimesi Q} (6rnegin & ¢ Qf;, & € QF; dir) ile,
ikinci bilegeni n olan biitiin pozitif tam say: ikili-
lerinin kiimesi Z* x {n}.icin kolayca Q} = Z+ =
Z* x {n} bulunur. Sonugta, tiim pozitif rasyonel
sayilarin kiimesi @ icin

e o] [ <]
Qt= ot @ x{rh =2 xZ 22t
n=1 n=1
olur, neden? Tim negatif rasyonel sayilarin
kiimesi @~ icin elbette Q- = Qt = z*t
O halde Qt ve @~ kiimeleri do-
gal saylarla “numaralandinlr” yani Q* =
{rf,rf,...} ve @ = {p7,p7,...} olur ve so-
nucta tim rasyonel sayilarin kiimesi @ icin @ =
{0,7f,p7,7F,p7,...} 2 Z* elde edilir. Nasil?

olur.

Iste sagirtic1 bir bagka gercek daha! Oklid diizle-
mindeki gercel say: ikilileri, tastamam gergel sa-
yilar eksenindeki gercel sayilar kadardir. Bunu
gostermek, Oncekilere gore biraz daha fazla bilgi
ve hazirhk gerektirecektir. Oncelikle suna dikkat
edelim: X; & Y7 ve X3 2 Y, ise bu denklikleri ve-
ren sirasiyla hy ve hy Orten ve bire-bir fonksiyonla-
n1 sayesinde, h(z1,22) = (h1(z1), h2(z2)) seklinde
tanimlanan A fonksiyonu yardimi ile X; x Xy 2
Y; x Y gerceklendigini gozlemek gii¢ degildir. O
halde bu 6nermeyi kanitlamak igin [0,1) x{0,1) &
[0,1) gostermek yeterli olacaktir. Neden? Bu so-
nuncusunu gosterebilmek igin 6nce [0, 1) ’deki

z gercel sayisinin sonsuz ondalik yazilimla

z=0,2122---Zp---; z; €{0,1,...,9}

biciminde tek tiirli yazilabilecegini animsayahm.
(Bkz. Matematik Diinyas:, Cilt 1, Say1 2,
5.2). Ustelik belirli bir basamaktan sonra tiim
z;’lerin 9 olmadigini varsayabiliriz.
basamaklan 0,1,...,9 sayillarindan ya da bunlarn
bazilarindan olugan fakat belirli bir yerden sonra
bu basamaklarin hep 9 olmadig: boyle bir “ondalik

Tersine

agthm”, i
9
n=1’10n

toplamindan kesin kiigik kalan ve negatif ol-
mayan yani [0,1) arahgmna ait olan bir gergel

Neden?
tim digerlerinin 9 olmasimin sakincasi, iki farkh
ondalik acihima sahip olmaktir. Su drnege bakin:’

sayidir. Belirli bir basamaktan sonra

3 1 9
1 “en = —_— —_— —
0,31999 1[}-I-102+103
e )
10 10?
_3,1,9 10
T 10 102 T 103 9
= 0,32000- -

Ayrica0,999--- =1 ¢ [0,1) oldugu gozlenmelidir.
Artik Onerme 6’min kanitlanabilmesi icin, belirli
bir basamaktan sonra 9 tekrarlanmamasi koguluna
uyan bu ondalik acilimlar yardim ile

h(0, 12223+ --,0,%192Y3--) = 0, 14122y * * -

geklinde tanimlanan h : [0,1)x [0,1) — [0,1) fonk-
siyonunu gozoniine almak yeterlidir. h(z,y) =
h(z*,y*) ise 0,z1p122y2--- = 0,ziyfzdys---
egitligi ve s6z konusu koguldan o6tiiri basamak-
larin tek tiirli belirli olmasinin gerekirligi nede-
niyle z; = 3,41 = ¥, - ve sonugta (z,y) =
(z*,y*) elde edilecegi i¢in A bire-birdir. Ustelik
h(0,z1z3z5+++,0,2224%¢++) = <« nedeniyle h
Peki, neden (a,00) 2 R 2 [a,b
gecerlidir? Es kuvvette olmayan baz iinli kiime
ornekleri, bagka bir yazinin konusu olacaktir.

Ortendir.

HER TASIN ALTINDA ‘6174’

Dért basamakli ve rakamlarinin hepsi aym
olmayan bir a sayis1 aliniz (6rnek: 7112). a nin
rakamlarinin yerlerini degigtirerek elde ettiginiz
en biiyiik sayiy1 @ ile, en kiigligiini de g ile
gosterip b = @ — g farkin1 bulunuz. a igin
yaptiginizi b icin tekrarlayip ¢ = b — b farkin1’
hesaplayiniz. Boylece devam edildiginde, sonlu
adim sonunda 6174 sayisina rastlayacaksiniz.

Birka¢ say: i¢in deneyip hep 6174 sayisina
rastlayacaginizi gériin. Bu rastlantinin bir rast-
lant1 olmadigini ispatlayabilir misiniz?




