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LATIN KARELER

Elif Seckin, Figen Senses, Biilent Unal

Ozel bir matris tiirii olan Latin kare-
ler, kombinasyon tasarimlarinda ve istatistikte
vapilan deneylerde genis bir uygulama alanina
sahiptir. Konuya Latin kareyi tanimlamakla
baslayalim. n elemanli bir kiime tizerinde ta-
nimlanan n xn boyutunda bir kare matrisin her
satir ve sutununda kiimenin biitin elemanlar:
birer kez kullaniliyorsa bu matrise bir Latin
kare denir. Bdéyle bir matrise Latin kare den-
mesinin nedeni bu yapinin ilk ortaya ¢iktiginda
kiimenin elemanlarinin Latin harfleri olarak a-
linmasindandir. Ancak, tamimlarda ve hesap-
larda saglayacag: kolaylik agisindan, genellikle
{1,2,...,
cih edilir.

n} veya {0,1,...,n — 1} kiimesi ter-

2 x 2 boyutunda {1,2} kiimesi iizerinde

tanmimli sadece 2 tane Latin kare vardir:

Asagidada {1,2,...
nimh 5 x5 boyutunda bir Latin kare yer almak-

,5} kiimesi iizerinde ta-

tadir.
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Birinci satir1 (1 2 3

n xn boyutunda Latin kareye standart formda

n) olan
denir. Her Latin kareden standart formda La-
tin kareler elde edilebilir. Ornegin, yukaridaki
5 x 5 L Latin karesinden standart formda bir

latin kare elde edelim. Eger her 4 yerine 1, her
5 verine 4, her 1 yerine de 5 yazarsak standart

formdaki L, karesini buluruz.

L ’nin stitunlarimi degstirerek de standart form-
da bir Latin kare bulunabilir: 1.
sutun ve 4.

stitunu 4.

sutun, 5. sutunu 1. sutunu 5.
situn olarak yazarsak L, standart karesi elde

edilir:

Daha o6nceki 6rnegimizde 2 x 2 boyutunda sa-
dece 2 tane Latin karesi oldugunu goérmiistik.
Simdi de 3 x 3 Latin karelerine bakalim. Birinci
satir ve situnu doldurulmusg olan Latin karesi-
ni sadece bir sekilde tamamlayabiliriz. Tk satir

ve ilk siitunu 1 2 3 seklinde alinirsa

ikinci satirin ikinci ve tcgtinci elemani 3 ve-
Fakat bu satirin 3.

siitunda 3 var.

va 1 olabilir. sitununa 3

yazamayiz, ¢unki 3. Boylece

ikinci satir1 2 3 1 seklinde doldururuz, ve
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son satira da tek secenek olarak 3 1 2 kalir:

Stitunlan 3! = 6 degisik gekilde yazabiliriz.
1 permitasvonlarin herbirinin satirlarini, ilk

1t tutarak, 2 sekilde siralayabiliriz.
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Birinci satir ve situnu (1 2 3 4) olan
4 x 4 boyutunda 4 tane Latin karesi vardir.
Bu karelerin her birinden, 6nce 4 sitununun 24
permiutasyonunu sonra da kalan 3 satirin 6 per-
miitasyonunu goz ontine alarak 24-6 = 144 La-
tin kare elde ederiz. Boylece birbirinden farkh
4 x 4 Latin karelerin sayisi 4 - 144 = 576 olarak
bulunur.

5 x 5 Latin karelerinin sayisina bakalim. Ik
2 3 4 5)olan5 x5 La-
tin karelerinin sayis1 56’dir. 5 stitunun ve ilk

satir ve stitunu (1

satir digindaki 4 satirin permutasyonlar ile bu
56 Latin karenin herbirinden 5!-4! = 2880 farkh
Latin kare elde ederiz. Bu nedenle 56 - 2880 =
161.280 tane 5 x 5 Latin kare vardir.

Ly = (aij) ve Ly = (b;j) n X n boyutunda

atin kare olsun. Eger tiim 7,5 = 1,...,n

icin (a;j, b;j) sirali ikilileri farkli oluyorsal, ve

L, birbirlerine dik Latin karelerdir denir.

Daha 6nceki 6rnegimizde 2 x 2 boyutunda
iki Latin
kare oldugunu gérmiigtiik, bunlar birbirlerine
dik olmadigindan 2 x 2 boyutunda dik Latin
kareler yoktur. 3 x 3 boyutunda da birbirle-

sadece tane

rine dik sadece bir Latin kare ¢ifti vardir, ve

bunlar su karelerdir:

Dik Latin kareleri tek bir kareyle de goste-

rebiliriz. 6rnegin, yukaridaki 3 x 3 dik Latin

kareler

e

seklinde de gésterilebilir.

Ik ortaya ciktiklarinda Latin karelerin La-
tin harfleri ile insa edildiklerini soylemistik.
Dik Latin karelerin gdsteriminde ise, karelerin
birincisi i¢in Latin harfleri; ikincisi i¢in Yunan
harfleri kullamilirdi. Bu nedenle dik Latin ka-
relere Greko-Latin Kareler adi1 da verilir. Bu
gosterimle, yukaridaki 3 x 3 dik Latin kareler
ve ortaya c¢ikan Greko-Latin kare goyle yazila-
bilir:

n X n boyutlarinda dik Latin kare ciftleri-
nin elde edilmesi ilgi ¢ekici bir problemdir. n
tek oldugunda bdyle bir ¢ift her zaman var-
dir ve bunlar1 yazmak i¢in bir¢ok algoritma da
verilmistir. Ornegin, n tek dogal say1 olmak
tizere, Ly = (ai;), aij =1+ jmod(n) ve L, =
(bi;), bi; = 1427 mod(n) seklinde olugturulan
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L, ve L, matrisleri, {0,1,2,...,n — 1} kiimesi
tizerinde dik Latin karelerdir. n = 5 igin uygu-

lanirsa,

elde edilir. n cift ise, n=2 halinde oldugu gibi,
dik Latin kare ¢iftleri bulunmayabilir. Cesitli
boyutlarda dik Latin kare ciftlerinin olup ol-
madigin ilk arastiran Leonhard Euler (1707-
1783) olmustur. Euler, 1782de * k negatif ol-

mayan bir tamsay olmak tzere 4k + 2 boyu-

tunda birbirlerine dik Latin kare ¢ifti yoktur’

seklinde bir konjektiir ortaya atmigtir. 2 x 2
( k& = 0) icin konjektiirin dogru oldugu za-
ten asikardi. Uzun wyillar konjektir ortada
kaldiktan sonra, G. Tarry 1900 yilinda 6 x 6
( £ = 1) halinde birbirlerine dik Latin kare ¢ifti
olmadigin1 dogrulamistir. Ancak, 1960 yilin-
da R.C. Bose, S.S. Shrikhande ve E.T. Parker,
Euler’in konjektiirtinin & > 2 igin yanhshgini
gostermiglerdir, yani £ € Z*, k > 2 olmak
tizere 4k + 2 boyutunda en azindan bir tane
birbirlerine dik Latin kare ¢ifti oldugunu ispat-
lamiglardar.

: _Aga.”lgla verilen ti¢ Latin karenin herhangi i-
kisinin birbirilerine dik oldugu gorulmektedir...

2’den bu-
yik bir dogal say1 olmak tizere, n x n boyu-

Simdi gunu iddia ediyoruz: n,

tunda birbirlerine dik Latin karelerinin maksi-
mum sayis1 n — 1 ’dir. Iddiamizin dogrulugunu
gostermek icin Ly, Lo,...,Lx {0,1,2,...,k}

kiimesi tizerinde tamimli, her biri digerleri ile

dik olan n x n boyutunda Latin kareleri goz o-
niine alalim ve L,, (1 < m < k) karesinin (z, )
elemanini da ag?) ile gosterelim. agll) =.@a ve

(2) _

a;y = bolsun. (0 < a,b < n—1). asays

Ly ’in ikinci satirinda 7 numarah stitunda bu-
lunuyorsa, yani ag? =a (f #1)ise, L1 ve Ly
dik olduklarindan, ﬂg‘) = b olamaz. O halde,
a%l icin kullamlabilecek en fazla n— 1 say1 var.

Bu argiimana devamla sonuca gidebiliriz.

Herhangi bir n igin birbirleri ile dik en faz-
la n — 1 Latin kare yazilabilecegini gosterdik.
Peki, ne zaman tam n — 1 tane boyle La-
tin kare yazabiliriz? Bu sorunun cevabi da
soyle verilebilir: Eger p asal bir say1 ve n =
p' (t,n € Zt,n > 1) ise, n X n boyutun-
da n — 1 tane L,,L,,...,L,_; dik Latin ka-
releri vardir ve L, = (as(-;n)) olmak fiizere,
1(_;1] = 1+ mj mod(n) (0 <
,7 < n—1 m = 1,2,...,n — 1) seklinde
tanimlanabilir. Bu iddianin ispatina her k& €
{1,2,...,n — 1} i¢in Ly ’min bir Latin kare
oldugunu gostermekle baglayalim... Farzede-
lim ki, Ly bir Latin kare degildir. O halde,

Ly ’nin belli bir satirinda veya sttununda tek-

bu kareler «

rarlanan bir say1 olacaktir. Eger ¢. slitunda
say1 tekrar1 varsa, r # s olmak lizere Oyle
r,s € {1,2,...,n} bulunabilir ki, aj(_}:) = olF)

olur. Tanim geregi, r + kt = s + kt mod(n) =

als
r = s bulunur ki bu, r # s ile gelisir. Bu
celigkiden L; nmin hicbir siitununda tekrar ol-
madigr anlagilir. Tekrarlanma ¢. satirda ise
r # s olmak tizere oyle r,s € {1,2,...,n}
vardir ki a.gf) = agf) ‘dir. Buradan t 4 rk =
t + sk mod(n), yani rk = sk mod(n) elde
edilir. k& # 0;r,8 € {1,2,...;n} ven = ¢
oldugundan r = s olur ki bu da bir celigkidir,
yani Lj 'min hicbir satirinda da tekrar yoktur.
“Li. Latin kare degildir” kabulu celigkili ne-
tice dogurdugundan dogru bir kabul degildir,
yani “L; Latin kare degildir” olamaz, o hal-
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de her k== 1.2,...

tamimlanmig Ly bir Latin karedir.

,n — 1 i¢in yukaridaki gibi
Simdi de
bu karelerin dikligini gosterelim... Farzedelim-
ki Ly ve Ly, (1 <k #m <n—1) dik degildir.
Bir bagka deyigle, 1 < i,7,r,8 < n ve (i,7) #

B = g = g ve of™ = o

(r.s) icin a = = ars Ve a;; *a
¢

oldugunu farzedelim. Tammlatdan 1+ kj
r+ ks mod(n) ve i +mj = r+ms mod(n) elde
edilir. Tki esitligin taraf tarafa farklar alinarak
(k—m)j = (k —m)s mod(n) yazilir. k # m
alindigindan k—m # 0 olur ve n de p' (p-asal)
Bu
esitlik i+kj = r+ks mod(n) 'de yerine konula-

tipinde oldugu icin j = s oldugu goriiliir.

rak ¢ = r bulunur. Yani, (7,7) = (r, s) sonucu
elde edilir ki bu da ¢eligkidir. O halde L; ve

L. birbirlerine dik karelerdir.

Simdi. bu metodu kullanarak 5 x 5 boyu-
tunda 4 tane dik Latin kare yazalim: L, kares:

" =/ +j mod(5) ile tammli, o halde

iy Sl B ay=labes b
1Y =143=4 ; aﬂg—l-l—‘i:('S:U;
aiy =14+0=1 ; ag]])—2+1=3;

ve sonucta

(2) _

bulunur. L, ise a;; ¢ + 25 mod(5) olarak

tanimh oldugundan

(2)

all—l+7 1=8 ; aii/=142-2=10:
d¥=142.3=2 ; d¥=1+2.4=4
a(l?—l-f—L - agi)—2+2-1=4;

elde edilir.

L4 icin de alt

L3 icin a.f-? i + 3jmod(5) ve
u = i + 45 mod(5) kullanilarak
Ly, Ly, Ly ve Ly dik kareleri asagidaki gibi ya-

zilir:
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