20 OLIMPIYAT

B A7I TEMEL ESITSIZLIKLER

k. Erkip

= vazimizdaele alacagimiz esitsizlikler belli kogullar altinda tum reel sayilarin sagladigi bir takun bagintilar.
wur temel esitsizlikler problem ¢oziimlerinde ara adim olarak kullanilhiyor ve gérecegimiz gibi veni esitsizlikler

- o.m=kta ige yariyorlar.

E=lki de en temel diyebilecegimiz esitsizlik, herkesin tamidigi mutlak deger icin ticgen esitsizligi.

|z +yl < |z]+ [yl

’I-_-'-;gen esitsizligi her x,y reel sayis1 i¢in dogru. Daha az bilinen bir esitsizlik ise 0 < (z — »)? bagmntisin
= -arak elde edilen, her 2,y icin dogru olan
ey < 2’4y’

<itsizligi. Burada a = 22, b = y? alirsak her pozitif a, b icin

vab < 22 | (1)

~=Zmnst cikar. (1) az sonra gorecegimiz Aritmetik-Geometrik- Harmonik ortalama esitsizliklermin 6zel bir hali.
s ro, ..., &, pozitif reel sayilar icin
11 1A
T3 o Ly

zi+x2+ -+,
n

G = (z123---2,)Y" A=

-Z-rlerine sirasiyla bu sayilarin harmonik, geometrik ve aritmetik ortalamasi adi verilir. Bu ortalamalar

r==inda her zaman
H<G<A : (2)

=sitsizlikleri gegerlidir. Dahasi, (2)’deki egitsizliklerden birinin (ve dolayisiyla tiimiiniin) esitlik olmasi ancak
= ancak ry = 29 = -+ = z, durumunda mumkiindur. Bu dediklerimizin kamitlarim vermeyvip. kanitlarin bir
rizlamalar” adli yazisinda okudugunuzu hatirlatalim.

Matematikte ¢okg¢a kullamilan bir diger esitsizlik de Cauchy-Schwarz egitsizhge. Tum a- oo . a, ve
ba. ..., b, reel sayilari icin

(a1b1 + ashy + -+ G‘.nbn)g < (0‘.? + &3 +-- ai)(bf + b% R 521 (3)
~=Zinnis: gegerli. Bu esitsizligin zarif bir kamit: var. = degiskeni i¢in
p(e) = (@12 = b1)* + (@22 = b2)* + - - + (@nz — bn)’ (4)
- -inomunu tammlayalim. Kareleri acarak
M a+ai+---+a
N = aiby+asbs+---+anb,
K = bj+b3+---+52 (5)
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olmak tizere
p(z) = Mz?> —2Nz + K (6)

oldugu gorulir. Ote yvandan (4) bize her reel z icin p(z) > 0 oldugunu soyler, o halde diskriminant A < 0
olmalidir. Diskriminanti (6)’dan hesaplayalim, A = 4N2 — 4M K < 0 buluruz ki bu da (3) esitsizligini verir.

Kamtimiz bize Cauchy-Schwarz esitsizliginde esitlik durumunu da inceleme olanag: tanir; soyle ki (3)’te
esitlik varsa N2 = MK “dur, (6)’dan dolay

p(z) = M2 - 2VMKz + K = (VMz — VK)?

olur. Yani zo = £ i¢in p(zp) = 0’dir. Bu ise (4)’e gore ancak ve ancak

a1xo = by, axxo=1bs, ..., anxo="b, (7)
durumunda olur. Ozetlersek Cauchy-Schwarz esitsizliginde esitlik ancak ve ancak (a1,b1), (as,b2), ..., (an,b,)
ciftleri (7)’deki gibi birbirleriyle orantil iseler vardir.

Yine ay,as,...,a, ve by, by, ... by, reel sayilariyla baglayalim. (5)’teki gosterimle

(a1 +b1)* + (a2 +b2)> + -+ (an +ba)’ = M+ 2N + K
esithigi agiktir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden N < /M K oldugunu biliyoruz, o halde
M+42N+K<M+2VMK = (VM + VK)?

ve karekok alirsak, yukaridaki esitlikten:

V(a1 +81)2 + -+ (an +b,)2 < (fa} + a3 + - + a2 +\/b§+b§+~-+bi - ®)
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige Minkowsk: ya da ucgen esitsizligi ady verilir.

Vektorleri gozoniine ahrsak Minkowski egitsizliginin geometrik anlamini ¢ikarabiliriz. Diizlemde A= (a1,as)
ve B = (b1, bs) vektorlerini ele alalim. n = 2 icin Minkowski esitsizligini vektor uzunluklar cinsinden |4 4 B| <
|A| + | B| seklinde yazabiliriz, bu da (8)’e neden aym zamanda ti¢gen esitsizligi denildigini agiklar.

Yine vektorler dilinde Cauchy-Schwarz e§1t51zhg1nl anlamaya ¢aligalim; yukaridaki A ve B vektorleri 1§1n
albl + asbo degen A-B i¢ carpimudir. Ote vandan bu iki vektor arasindaki aci # ise i¢ carpim igin A-
B = cos0|A| |B| bagmtisimi biliyoruz. Bunlar birlestirirsek n = 2 i¢in Cauchy=Schwarz esitsizligi bildigimiz
| cos | < 1 egitsizlifine denktir. Esitlik durumu | cos @] = 1 halidir ki bu da # = 0 veya # = = radyan, yani A ve
B vektorleri birbirlerine paralel demektir.

fjggen esitsizliginde esitlik durumunu ve bunun geometrik anlamim incelemeyi size birakalim.
Verdigimiz bu birkag¢ temel egitsizlikle bile ¢cok sayida problemi ¢ozmek ve yeni esitsizlikler tiiretmek mumkiin.

Bazi ornekler verelim.

1. Cevrest verilen icgenler arasinda alant en biyik olani bulunuz.
Ucgenin kenarlar a, b, ¢ ise yar1 cevre s = %(a + b+ ¢) cinsinden alan icin

A= i) - - 0)

bagintisini biliyoruz. Aritmetik-Geometrik ortalama egitsizliginden:

IR e e ((s'—a3+(s;a_)+(s—c))3 B

R ——
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n
n

42 : S |
< = _— - . L —= —.
s(s—a)(s—b)(s—¢c) < 5 = o7
Alan icin 4 £ ﬁﬂ’g iist stmirim bulduk. Ote yandan eskenar ticgen icin A = % oldugundan, cevresi

verilen dicgenler iginde en biiyiik alani olanin eskenar ticgen oldugunu kanmtlamgolduk. a =b = ¢ egkenar
icgen durumunun s —a = s — b = s — ¢ hali, yani Aritmetik-Geometrik esitsizlikte egitlik hali olduguna

iikkat ediniz.
b.c pozitif saylar igin (1+ abe)® < (14 ®)(1 4 b%)(1 + ¢?) esitsizligini kanitlayinez.
1+a®) 1+ 1+ %) =14 (a® + 0%+ 3) + (®0® + 633 + Pd®) + °°°

Aritmetik-Geometrik esitsizlikten:

3 3 3
a b ¢
L i i Ll

a®b® + b3 4+ Ba® S

3 > (38333 3a®) /3 = (abe)’

=lde ederiz. Bunlarn yerine koyvarsak aradigumizi elde ederiz.

(14 a®)(1 4 6%)(1 + %) < 1+ 3abe + 3(abe)’ + (abe)® = (1 + abe)®

Esitlik halini irdeleyelim; iki Aritmetik-Geometrik ortalama egitsizliginde de esitlik olmalidir, bu ise ancak

1 = b = ¢ durumunda olur.

Pozitif ay, as, . .., ap saydart igin

1 < 4 ﬁ+zﬂ+ +H
a1 +as+--+ap ~ k(k+1)2 \a1  a» ay
c<iisizliging kanatlayinaz.
Istenen Aritmetik-Harmonik ortalama esitsizliginin ters ¢evrilmig halini andiriyor, ancak biraz oynamak
z=r=kecek.
a3 as

+ —u+2+24324
ay + asp +ar =m 2 2 3 3

vzzalim, sag tarafta n = “—k;-r-l—} terim var. -Bu terimlere Aritmetik-Harmonik esitsizligi uygularsak isteneni

as ar ap.
-I-. 3 fpisal 3 N b T
~uldugumuzu goruyoruz.

B g+ B+ B4+
/a1 +-2fdzF 3fag+ -t kfay + -+ hjag — 5 :

= =sitsizlikteki egitlik durumunu inceleyiniz.
= ro+ o+, =1 bosulu altinda
re T2
o L BT T
] + 5 i
costmn alabilecegi en kuguk dedert bulunuz,
Hurada Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanmamuz gerekecek. Bunun igin asagidaki gruplamay1 yapacagiz.

24_,..4_.\.?"“_"_.

l=zi 42+ +z,=1—a1+V2-
1 1 7 I

2uchy-Schwarz egitliginden:

2

G L2 Tn ; 5 : 2 _I_"_—-"' i
l:(l—$;+\/§vﬁ+< +\/ﬁ\/ﬁ) <(1+2+ +IE}(.11+2+ +n)

_i_m%iiiiiili}m' . — ?
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142 + -+ n = 224 oldugundan; d > oldugunu gosterdik. Simdi uygun z,2s,...,2, i¢in

n{n+1]
d= nm_'_l} degeum elde etmeye ¢aligahm. Bu Cauchy-Schwarz esitsizligindeki esitlik durumudur ki ancak
i) Ln
(1,21). (\/}—) (\/ﬁ—)
i el va
ciftleri orantih ise, yani x> = 224, ..., r, = nrp ise olur. Ote vandan zy + 22+ - -+, = 1 oldugundan;
2
Py =S P 2.1’1._. oy illp = NI
n(n+1)
icin d = bulunur.

r1(n+l}

Temel esitsizlikler, genellemeleri ve kullanilmalari ile ilgili onerebilecegimiz kaynaklar arasinda bu derginin
birinei sayisinda tamtilan Matematik Dernegi yaymlarindan P.P. Korowkin'in “Esitsizlikler” ve E. Beckenbach
ile R. Bellman’in “Esitsizliklere Girig” adh kitaplar1 var. Yine gecen sayida, bu kosede degindigimiz “The
U.S.5.R. Olympiad Problem Book™ cok sayida esitsizlik problemi iceriyor.

Yaziy: aralarinda iki olimpiyat problemi yer alan birkac¢ soru ile bitirelim.
1. 2% + 4y® = 1 kosulu altinda d = 2z + 3y sayisinin alabilecegi en biiyiik ve en kiigiik degerleri bulunuz.
Problemin geometrik anlamin inceleyiniz.

2. a,b pozitif reel sayilar ve n, k tam sayilar icin

. n4k
akbn' < (;l,a + ﬂ.b)
“\k+n

egitsizligini kamtlayimiz.

3. a;, by, ¢, d; reel sayilar igin

(Brenee) < (554) (8) (54) (B

esitsizligini kamtlayimz, esitlik durumunu irdeleyiniz.

4. a;,b;, ¢; pozitif reel sayilar icin

n 3 n n n
i=1 =1 =1 =1
5. (1984 Olimpiyat Sorusu)

x,y, z pozitif reel sayillaniicin 2 +y+:=1ise 0 < 2y + yz + vz — 2z2y=z < i? egitsizliklerini La.mtlavmlz

egitsizligini kamitlayiniz.

6. (1979 Olimpiyat: Sorusu)

1+ 220+ 323+ 44+ 525 = «a
r + 23.}‘32 + 3333‘3 + 43.’84 “+ 53:05 = (13
214+ 2520 + P25+ 4%24 + 5%°25 = d°
denklem takiminin tiim a ve negatif olmayan z1, zs, ..., r5 ¢oziimlerini bulunuz.



