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Bir U¢GENE AlT CEMBERLER

CEMAL KO¢

Bu sayimizda Emre Alkan'n derledigi problemlere devam edecegiz. Ancak bunlar gecen sayida-
kilere gore daha fazla on bilgi gerektirivor. Biitiinliik saglamak icin 6nce Cemal Ko¢'un

Bir liggene ait cevrel gember. dig teget cemberler
ve dokuz nokta cemberi licgenin en onemli
ogelerindendir. Bu yazida amacimiz, gerekli on
bilgilerle birlikte s6z konusu ¢cemberlere iligkin
bazi onemli ozellikleri sunmak.

Kolaylik saglamak i¢in. yazimiz boyunca sik sik
kullanacagimiz gosterimleri verelim:

A. B, C agilar ve ac1 dlciileri

V.. Vi, V. kenar orta noktalari

N.. N,, N, ac1 ortaylarin kars1 kenarlar1 kesim
noktalar

H,, H,, H_ yiikseklik ayaklari

H ortosantr, G agirhk merkez O cevrel cember
merkezi

L I,, I, L. i¢ ve dig merkezler

E dokuz nokta ¢cemberinin merkezi.

a, b, ¢ kenar uzunluklarn

V. Vy, Ve kenar ortaylar

n,, 0y, N, agiortay uzunluklar

h,, hy, h, ytkseklikler

atb+c
Salan,u= 5 yarigevre
R gevrel yarigap

I, T, Iy, I, i¢ ve di§ yaricaplar

STEWART TEOREMI VE SONUCLARI

Stewart teoremi bir li¢gene ait kenar ortay
actortay vb. ogelerin uzunluk formiillerini hemen
verebilen kullanigh bir sonuc.

“Bir ti¢gene air ¢emberler” konulu yazisina yer verdik.

Pt

e
ISPAT: ADB ve ADC agilarmin lgiilerine
_ A% ¥t
sirastyla a ve t — a diyerek ADB ve ADC

Ucgenlerine kosinlis teoremini uygularsak
c?=p>*+x*—2pxcosa
b?=q?+ x>+ 2gx cosa

elde ederiz. Birincinin her iki yanini q,
ikincisininkini p ile carpip toplarsak ispat biter.
a
Bu teoremde p = q =5 alacak olursak x kenar
ortay uzunlugunu verir. A¢iortay uzunlugunu
bulmak i¢in ise aclortay bagintisi adi verilen
B9 2
¢4 b ckb

esitliklerini kullanmak yeterlidir. Buna gore su
sonucu verebiliriz.

AN
SONUC: Bir ABC tiggeninin A kosesine iligkin
kenarortay v, ve aglortay n, ise

5 bAo ek a2 e
v; == + 75 — 7 (kenar ortay bagintis)  (2)

ac ab "
I} =¢b=—pg; (P e 9™ hio) 3)
n2=4bcu;u—a1_ @)
2 (k)™
olur.

Simdi licgenlerdeki cemberleri tek tek ele-alalim.
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C E\R‘iL CEMBER
Sir ABC licgeninin koselerinden gecen tek bir
cember vardir;

Merkezi kenar orta dikmelerinin O kesim
noktasi olan bu ¢embere ¢evrel gember diyoruz.
asagidaki bagintilar yazilabilir: '

a=2RsinA,b=2RsinB,c=2RsinC,

(siniis teoremi) (5)
1 ; abc
S=3absinC=7 (6)
TEGET CEMBERLER

Bir A%f) licgeni icin, her li¢ kenara da teget olan
dort cember vardir. Dogal olarak bu cemberlerin
merkezleri i¢ ya da dig aclortaylarin kesim
noktalandir. Iki i agiortay iicgen icinde, iki dis
aciortay da iicgen disinda keseceklerinden bu
dort cemberden birinin I merkezi ticgen icinde,
diger lictiniin karsilik geldikleri koseye gore I, I,
1. ile gosterilen merkezleri iggen digindadir.
Benzer bicimde yaricaplar icinder, r,, r,, 1,
zosterimleri kullanilir. Buna gore A, B, C
koselerinden

i) i¢ cembere olan teget uzunluklari sirastyla
a1 —b,i—¢

=) L merkezli dis gembere olan teget uzunluklari
nu—c,u—b

Boylece hemen su sonuclan yazabiliriz:

S=ru=r,(u—a) (7
A r
tan5=-—o 8)

Ahgtirmalar:

B & A A B
1) tanftan§+tan%tan§-+tan§tan7 =]

==

oS - g GRS Wb
cotzcotzcotz—cot2+cot2 cot2 =

bagintilarini kurunuz.

(2) g teget gemberin [BC| ye degme noktas1 D
ise,

_b—¢]

“albe=g
VNl =20 F¢)

i IbZ S ch
|VaHai i 2a

olduklarim gostererek
[V.DP? = |V,N,| [V,H,|

bagmtisini kurunuz.

A

PaN
3) ABC iicgeninin AN, aclortay: ¢evrel cemberi
A, noktasinda keserse

|A1B| = iA1I| = 1A1C|

oldugunu gosteriniz.
DOKUZ NOKTA CEMBERI

Bir Aﬁ: tiggeninin H ortosantrim koselere
birlestiren dogru parcalarinin orta noktalar:
sirastyla K, Ky, K, olsun. Act hesaplamalanyla
H,, H,, H, V,, V,, V. noktalarindan herbirinin
[V.K,] dogru parcasini dik ac1 altinda gordukleri
kolayca gerceklenebilir. Bu ¢gember [V, K] ve
[V.K] caph cemberlerle aymdir. Oyleyse dikme




ayaklar, kenar orta noktalar ve K, K;, K_den
olusan dokuz nokta bir cember tizerindedir. Bu
¢cembere dokuz nokta cemberi, Euler cemberi ya
da Feuerbach ¢cemberi denir.

Dokuz nokta cemberinin E merkezi [OH] mn orta
noktasi ve yaricapi R/2 dir. Once yarigapin R/2

1
oldugunu gorelim. Bunun i¢in 5 benzesim

A Py o
oraniyla V,{ V. ~ ABC olusunu diistinmek
- yeterli. [V K ] min orta noktasi olan E merkezini
belirlemek i¢in ise su saptamalari yapalim:

(@) VK,//BHveV.V,//AC = VK,1V\V,
V.V, //BC = AK,1 V.V,

Demek ki K, noktasi A%cvb lcgeninin
ortosantridir.

- (b) OV,1V.V,ve OV, LV,V, diryani O
noktast V,V{,V_ licgeninin ortosantridir. A%c\/h ile
Va\A{,Vc es olduklarindan

|OV.|=|AK,| = [KH]

elde edilir. Boylece hem OV, HK, dortgeninin
paralelkenar oldugunu hem de kendi bagina da
onemli olan

[HA|

oV ]="5" ®)

bagintisini elde etmis oluruz. Bu paralelkenarin
OH kosegeninin ortasi [K,V,| nin E orta
noktasidir.

EULER DOGRUSU

Simdi OH ve AV, dogrularinin kesim noktasina
K diyelim (Sekil 7).

B

(9)uyarinca  [KV,|_|OV,]_1
[KA| — [HA| 2

P 4
oldugundan K noktast ABC nin agirhik merkezi
yani K = G dir. Demek ki G noktas1t OH
tzerinde olup

OH =30G
esitligi saglanir. Boylece O, H, G, E nin dogrudas
olduklarini gormiis bulunuyoruz. Bu noktalarin
lizerinde bulundugu dogruya Euler dogrusu

denir. Sekil 8'de bu noktalarin Euler dogrusu
lizerindeki konumlar gortilmektedir.

Vektorel bir yazisla,
OH =30G =20E.

(10)

EULER TEOREMI

Once su teoremli ige baglayalim:

TEOREM: Bir ABC iicgeninin Al agiortayr
gevrel gemberi A, noktasinda keserse agagidaki

r 1
|' |
| 9|




() ABl=[A[Tl=]|AC|
A
(i) r=4 Sin?Sin?Sing (ll)

ISPAT: Acilara bakacak olursak.

A~ >
[BA = ABA — ABI
~ ~ ~

ABC +CBA, — ABI

N
olup A |IB nin ikizkenarlig ¢ikar. Benzer
25 ,
nicimde A, IC ikizkenardir. Ikinci kisim igin ise

OA, in ¢evrel cemberi kestigi diger noktaya A’
diverek, - ;

A=A B|=2Rsin’y
IC =2|A,I|sin = 4R sin % sin% '

o B B C
r=IC| sin % =4R sin 7 sin 5 sin 5
clde edilir.
Aruk cevrel cember merkezinin i¢ ve dis

merkezlerden olan uzakliklarimi veren Euler
r=oremini ele alabiliriz.

Teorem (Euléfiéﬁir_.- . f«,‘g@ﬂ inin O cevref -

OI* =R@®R - 21), |OL? ;_ RR+21) (12)

esitlikleri ile belirlidir.

ISPAT: Sekil 9'u kullanacak olursak, I nin AC
N
uzerindeki dik izdusimi D olmak lizere AID
= A%B den L?Rll = —— cikar. Yukardaki
BAT
teoremden |BA,| = |IA | yazarsak

|AI| [IA,| = |AI| [BA,| = 2Rr

ve I nin cembere gore kuvvetini ya da Stewart
Teoremini kullanirsak

|AI| [IA| = R?—|OI}?
elde ederiz. Boylece
R’ —|OI]>=2Rr
ve sonug olarak
|OI]* =R(R — 2r)
istenen bagintisi ¢ikar. ‘

Dis teget cember icin ispati okura birakiyoruz.

BAZI GEOMETRIK ESITSIZLIKLER

Euler teoreminin ¢ok agik bir sonucuR = 2r
esitsizligi. Burada esitligin olabilmesi igin O ile 1
nin cakismasi yani tiggenin eskenar olmasi
gerekir ve yeter. Simdi bu ana esitsizligi ve
bundan elde edilen baz esitsizlikleri verelim.

SONUC: Bir AABA(: licgeni icin asagidaki
esitsizlikler gecerlidir. Bu esitsizliklerde esitlik
durumunun olmast i¢in liggenin eskenar olmasi
gerekir ve yeter.

1) R=2r 13)

2) 2u? = 27Rr (14)
- 3/3 '

3) 3J3rsus—\2LR - (15)

4) singsinzsiny <3 - (16)

5) 1<cosA+cosB+cosC£%- 17

6) cos A cos B cos C S% (18)

ISPAT: 1) Agk |

2) Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizliginden
(2u)® = (a+b+c)® = 27abc = 108RS = 108Rru

dan istenen 2u® = 27Rr elde edilir.



3) (13)ve (14) den dolayz,

202 2T Re< 2720
cikar ve birinci esitsizlik elde edilir.
4) (11) ve (13) den hemen cgikar.

5) cos A+cosB+cosC=
1+4 sin%sip%sin%
olusu nedeniyle (16) isteneni verir.

6)(17)den cos A cos B cos =

cos A+cos B+cos C 1

3 Fag

5)'ten 3)’tin ikinci bir kanitin1 verebiliriz: sin’A +
sin’B + sin?C = 2(1 + cos A cos B cos C)
esitligini kullanacak olursak

a?+b? + ¢ =4R? (sin’A + sin’B + sin’C) =
8R?(1 + cos A cos B cos C) olur. simdi (18)
esitsizliginden

b =R
elde edilir. Oysa
3(az+b2+c2)»(a+b+c)i=
=8 b~ —a =0
olusunu kullanirsak
2u=a+b+c= 3@ +b+c) =3 /3R

elde edilir ve (15) deki ikinci esitsizlik gosterilmis
olur. Esitlik durumlarini irdelemeyi okura
birakiyoruz.

ALISTIRMALAR: Asagidaki esitsizlikleri

gosteriniz:

1) cos%cos%cos(z—: > %‘/5
o e

2) tan +tan2+ta 7=/

A S BEEE 3
3) tan5tanztan5 = °g
>

4) sinA+sinB+sinC
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FEUERBACH TEOREMI

Konunun biitiinlenmesi agisindan Feuerbach
teoremi zorunlu. 1800 ve 1834 yillar arasinda
yasayan ve Almanya’nin Erlangen kentinde lise
Ogretmenligi yapan Feuerbach 1822'de
yaymladigs bir kitapgikta tiggenlere ait
cemberlerle ilgili birbirinden giizel bircok bagmnti
vermis. Bunlarm en ilgi ¢cekeni kendi adiyla anilir
olmus.

Teorem (Feuerbac .
Qembere ve dig Qemherim tegetz

Ispata girmeyip ilgilenen okura Cem Tezer'in
gelecek sayimizdaki yazisim onerecegiz.

Son olarak iki soru:

1. (1991 Olimpiyatr:) Verilen bir ABC
licgeninde i¢ cemberin merkezi [ olsun. A, B, C
acilarinin i¢ aciortaylarinmin kars kenarlari
kestikleri noktalar sirasiyla A’, B’, C' ile
gosterelim. Asagidaki esitsizligin dogru oldugunu
gosteriniz.

T PAIBLGL - 8
4 “AA=BR .CC—12]

V%
2. ABC biitiin kenarlar farkl uzunlukta bir
tcgen, G licgenin agirhk merkezi, I i¢ merkez ve

—

H ortosantr ise GIH > 90" oldugunu gosteriniz.
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