Bir U¢GENDE NOKTADAS DIKMELER

HUSEYIN DEMIR

"N oktadas dogrular” deyince, ayn1 noktadan
gecen dogrulari, “dogrudag noktalar”
deyince de ayn1 dogru Uizerinde bulunan
noktalar1 anliyoruz. Buna gore dogrudag
diizlemlerle diizlemdes sekillerin anlamlarini da
vermig oluyoruz.

Gegen sayida bir liggenin kenar dogrulari
tizerinde bulunan ii¢ noktanin dogrudas olmasi
icin gerek ve yeter kogulu veren Menelaus
teoremi ile, bir licgenin koselerinden gecen iig
dogrunun noktadag olmast icin gerek ve yeter
kosulu veren Ceva teoremi C. Tezer tarafindan
ele alinmig ve bu iki teoremin cesitli uygulamalari
- verilmisti. :
Konuyu tamamlamak i¢in bu yazimizda bir
ticgenin kenar dogrularina dik olan {i¢ dogrunun
noktadas olmast i¢in gerek ve yeter kogulu veren
bir teoremden soz edecek ve bu teoremin birkag
uygulamasina yer verecegiz.

P den BC ye ¢izilen d dikmesi BCyi D’ de
kessin. (1) geregince

|D'BJ? — [D'C*+|EC|*—|EA*+HFA|*—|FB|>=0 -
(1)
olup (1) ve (1")den

ID'B|* = [D'E 2= DB}’ = |BEJ?
elde edilir.

@

Yonli uzunluklar (Cilt I, Say1 4, s. 15)
kullanarak (2) nin her iki tarafim carpanlara
ayiralim: : ;

(D'B—D’C)(D'B+D’'C)=(DB—DC)(DB+DC).
3

Burada
DB-DC=CD'+DB=CB
DB-DC=CB
olup (3) esitligi
D'B+D'C=DB+DC

yi verir. Buradan da
D'B—DB=DC—-D'C
= D'B+BD =DC +CD’
- D'D=DD’

ISPAT: Tam ticgen ABC ve dogrularda d, e, f
olsun.

a) Gereklilik: d, e, f dogrulan bir P noktasinda
kesigsinler. Bu durumda (1) deki u toplam,
Pisagor teoreminden,

u=|PB|*— |PC[]* + [PC|* — [PA[* + |PA|*—|PBJ?
olup sifirdr.

b) Yeterlilik: (1) esitligi gegerli olsun. e ve f
dogrularinin arakesitine P diyelim. d nin P den
gececegini gostermeliyiz.

1 Noktadag olmayan ii¢ dogrunun olu§turdu,§u sekil.

=DD=—DD=DD=0=D'=D

elde olunur. Bu da d nin P den gectigini, yani d, e,
f nin noktadaghgimi gosterir.

Bu teoremin en sade iki uygulamasi sunlardir:
Uygulama 1. Bir ABC liggeninde kenarlarin orta
dikmeleri noktadagtir.

Bildigimiz bu 6zellik (1) in kullamlmasiyla

hemen ¢oziim bulur:

b b
(3= (3P +GP= (30 + (31— (5 =0

(5]




Uygulama 2. Bir tam tiggende yiikseklikler
noktadastir.

Yiiksekliklerin ayaklar1 D, E, F ise (1) esitligi,
Pisagor teoreminden,hemen gerceklesir.

(1) deki toplamn X ile gosterilmesi.

(1) esitligi, toplama simgesi olan X (sigma) ile
soyle gosterilir:

Z(IDB* - DC]) =0 )

Bu yaziliga anlam veremeyenler i¢in sade
orneklerle baglayip aciklama yapalim:

1.a, b, c gibi ii¢ say1 s6z konusu oldugunda Za
toplamuni tanimlamak i¢in, a, b, ¢ sayilaryla ilgili
cembersel permutasyon denilen

a b ¢
( b.. c.a )
permutasyonunun uygulayarak Za ya su anlam
verilir: 'Za toplamy, ilk terimi a, ikinci terimi a.

nin doniistiigii b sayisi, son terimi de b nin
doniigtiigli ¢ sayisinin toplamudir.

Za=a+b+c

Ayni toplamin b yada Zc ilede
gosterilebilecegi aciktir.

2. Yukarida verilen kuralla Zab toplami ab +
be +ca dir. Ayni toplam Zbc ya da Zca olarak
da gosterilebilir.

3: Z(b—¢)y=b—ctc—atata—b=0
4. Za(b—c)=2Zab—XZac=Zab—Xac=0.

" 5. Zbe(b—c)=—(b—c)(c—a)(a—b)oldugu
gosterilebilir, Gosteriniz.

Egera, b, ¢ ve x,y, z gibi ti¢lii iki grup sayi
sozkonusu olursa, cembersel permutasyon her
iki gruba ayr1 ayr1 uygulanir.

6. Za(x—y)=a(x—y)+ by —z) +c(z —x).
7. 2(@*+cy)=a’+cy+b>+az+c>+bx.

A, B, Cve D, E, F gibi icli iki grup nokta
sozkonusu oldugunda da durum aymidir:

8. Z(IDBJ> - |DC]?) = |DBJ? — |DCJ* + |ECJ?
— |[EA]* + |FAJ]> — [FB]2.

‘a,b,c,d gibi dortlii bir grup icin

9. Zac=ac+bd+ca+db

esitligi gecerlidir.

Uygulama 3. Bir iicgende i¢ agiortaylarin
ayaklarindan, ilgili kenara cizilen dikmelerin
noktadas olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
licgenin ikizkenar olmasidir.

ISPAT: Uggen ABC ve ig agiortaylar [AD], [BE],
[CF] ve kenar uzunluklari a, b, ¢ olsun.

ab
b+c

ac
IDB| =, IDC|=

olup
= (IDB]2— |DC2)=0

yazarak a, b, ¢ arasinda bir baginti elde edelim.

gl - aECZ B aZbE
IDBF = IDCF = ooy~ oFor
] ,c—b ,c—b
T den Za’ e

ve paydalardan kurtararak da

Za’(a+b)(at+c)(c—b)=0
bulunur.a + b + ¢ = 2s yazarsak
a’(a+b)(a+c)(c—b)
=a’[a?+ (b+cla+bc](c—b)
=a’[a’+(2s—a)a+bc](c—b)
= 2sa’ (c —b) +a’bc (c—b)
esitligimiz |

2s3a’ (c—b) +abc Za(c—b)=0
0
= Sa’(b—c)=0

olur. Toplami soyle carpanlara ayirinz:

a’(b—c)+b*c—a)+c’(a—b)

=a’ (b—c) —a(b* —c’) + be(b* — c?)

= (b —c)[a’ — a(b? + bc + c?) + be(b + ¢)))|

= (h — )] a* — ab®>—abc—ac*+ bPc+be?

= (b—c) [a(c®*—a?) -+ b¥c—a)+be(c—a)]
= (b—c)(c —a)[—a(c + a)+ b* + bc]

=—(b—c)(c—a)(a—b)(a+b+c)

Bunu da sifira esitlersek ispat bitirilmis olur.
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Uygulama 4. Dar acih bir ticgende koselerden

ortik tiggenin® ilgili kenarlarina gizilen dikmeler ISPAT: Dikmelerin kenarlar iizerindeki ayaklar
noktadastir. D,F,Fise i

ISPAT: Uggen ABC ve ortik iiggen DEF olsun.
A nin EF, B nin FD, C nin de DE lizerindeki dik
izdiigtimleri X, Y, Z olsun.

D
3(DBJ ~ [DCP) = Z(XBF ~ [XC)
= S(BY] + [YX|* - |CZ[ — |ZX])
= Z([BYP = |CZ}3) =+ E(D(Y|2 = [YZ|%}

DEF lggeninde
u=S(XE[* — [XF])

=0+0=0

toplammisrldupinugonmEk geekir: Uygulama 6. A ve D agilar dik olan bir yamukta

u=2Z(|[EA[]F —[FA]}) [AD] nin ortas1 E ise A dan EB ye, D den EC ye
ve E den BC ye cizilen dikmeler noktadasgtir.

= 3(|DC* = [DB]) =0 D ;

Uygulama 5. Tam bir ABC licgeni ile bunun bir £
keseni verildiginde A, B, C den ¢ ye ¢izilen E
dikmelerin X, Y, Z ayaklarindan ti¢genin
karsilikli kenarlarina ¢izilen dikmeler noktadastr
(bir € noktasinda kesisirler).

Ispatin1 kendiniz yapimiz!

Bu © (omega) noktasina £ nin ABC ye gore
ortopol't deniliyor.

2 Yiksekliklerin ayaklannt kige kabul eden tiggen

4 N
COZMECE KOSESI

Farkli harfler 10 tabanina gore farkli rakamlar gosterdigine gore, agagidaki
esitlikleri saglayan sayilari bulunuz
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