GeciskeN OLMAYAN ZARLAR HAKKINDA TEOREM

FARAMAZ MAKSUDOV, ELDER HACILAROV

G =cisken olmayan oyunlar hakkinda bircok
ilzinc problem ve paradokslar vardir. Bu
vzmda biz boyle oyunlann bir simifini inceleyerek

<:z= benzer oyunlan olugturmayi 6gretecegiz.

Orunu anlatmadan 6nce bazi basit olaylarm
~lasilizini hesaplamayi 6grenelim. Ormegin adi
5ir ovun zarimiz olsun. Bu zan attigimizda 1 +
veva 6 sayisindan hangisi daha sik gelebilir?
Asikardrr ki, zarmmiz mutlak olarak simetrikse bu
szyvilardan birine digerine gore tistiinliik
vermemize gerek yoktur. Buna gore de her
szvinin gelme olasiligini ayni olarak kabul etmek
dogru olur.

Boylece zar anldiginda alt1 farkls, esit olasilikli
hal vardir. Buna gore herhangi bir sayinin gelme
olzsilifn 1/6'ye esittir. Bagka bir deyigle 1 sayisi
5 farkl halden ancak birinde gelebilir.

; r biraz daha karmasik bir olayin olasiligim,

egm {1,2} kiimesinden bir sayinin gelmesi
as lmm hesaplamak 1stersek once bu o]aym

'__‘_' de) buluruz ve sonra da bu say1y: tiim hallerin
-zv1sma boleriz. Kisaca 1 ya da 2 sayilarindan
- —nin gelme olasiligi 2/6 = 1/3'tiir Okuyucu
5.6} sayilarindan birinin gelme olasiligini
i 51 hesaplayabilir.

-~ - - Z:Zimiz soruyu biraz daha zorlastiralim ve
~ik A ve B diyecegimiz oyun zarlarim
e ';i;E"lleda neler olabilecegini
— Heriki zar da alti farkli seklide
- ~Z22n. A ve B aymi anda auldifinda
=+in say1s1 67 = 36 olur. Zarlarimiz
“ndan her halin olasilif: esittir.
“ir ¢ olaymin olasihigimi
- 36 halden kaginda o
2t bulup bu sayiy1 36'ya
2 o olayinin olasihigidir.

Ornek 1: A ve B zarlarinin birlikte atilmas
sonucu toplaminin 5'e esit olmasi olasilif1
kactir?

Coziim: Toplamin 5'e esit olmasinin hangi
durumlarda olabilecegini gorelim. Jekil 1'deki
tabloya bakarsak istenilen olaymn dort halde
olabilecegini buluruz. Boylece toplamin 5 olmasi
olasili1 4/36 = 1/9 dur.

Soru 1: A ve B zarlan birlikte atihnca toplamin
hangi say1 olmasinin olasihif: en yiiksektir?

Ornek 2: A zarinda gelen sayimin B'de gelenden
biiyiik olma olasilig kactir?

Coziim: Ilkin bu olayin hangi hallerde
olabilecegini gorelim.

1. Eger A zannda 6 sayis1 gelirse ve B de de
{1,2,3,4,5} sayilarindan birisi gelirse bu 5 halde
istedigimiz olay meydana gelmis olur.

2.Eger Ada5veBde {1,2,3,4} sayilarindan
biri gelirse bu 4 halde istenilen olay meydana
gelmis olur.

Bu diisiince big¢imini siirdiirerek A da 4 gelmesi
durumunda 3 halde, A da 3 gelmesi durumunda
2 halde ve A da 2 gelmesi durumunda da 1 halde
beklenen olay olur, A zar 1 gelirse istenilen asla
olmaz. Boylece istedigimiz olay 5+4+3+2+1=15
halde meydana gelebilir. Olasihgi ise 15/36 =2/15
dir.

Bu uzun ve can sikic hesaplarn tam olarak verdik
ki siz de benzer hesaplar kendiniz yapabilesiniz.

Soru 2 : A zarinda saymin B de gelenden
biiyiik veya esit olma olasilifim hesaplayimz.



2. Oyunun Tamitim.

Bu boliimde yiizlerinde "1.2,3.4.5.6" vazili adi
oyun zarlarindan farkli olarak, tizerinde degisik
sayilar yazilmig oyun zarlarini ele alacagiz. Boyle
_ zarlara standart olmayan zarlar diyelim.

Artik oyunumuzu tamitabiliriz. A, B ve C diye ii¢
tane standart olmayan zarnimiz olsun. A zarmimn
yiizlerinde {1,3,4,14,17,18}, B'nin yiizlerinde
{2,9,10,11,12,13} ve C'ninkilerdeyse
{5,6,7,8,15,16} sayilan var. iki oyuncu
asagidaki oyunu oynarlar.

1. oyuncu istedigi zan secer. 2. oyuncu da kalan
iki zardan birini secer. Her oyuncu istedigi zari
atar. Yiiksek sayiy1 atan oyuncu oyunu kazanir.

Sizce hangi oyuncunun kazanma olasiligi daha
yiiksektir? Ilk bakigtka iistiinliigiin 1. oyuncuda
oldugu sanilabilir. Ciinkii 1. oyuncu ilk secimi
yaptig1 icin en iyi zan secebilir. Boylece kazanma
olasilig1 en az 1/2 olmasini garanti eder. Ancak
bu diigiiniis sekli dogru degildir. Gelin
oyunumuzu ayntili olarak ele alalim.

Hangi zann, A veya B'nin elverisli oldugunu
anlamaya calisalim. Bu iki zan birlikte atarsak 36
esit olas1 hal oldugunu biliyoruz. Simdi bu 36
halden kacinda A zanmn kanzandigini
hesaplayalim; efer A zarinda 14,17 veva 18
gelirse B'de ne gelirse gelsin A kazanir. Bu size
3.6=18 hal verir. Eger A zarinda 3 veya 4
gelirse, A ancak 13'te 2 gelirse kazanir. Bu da
bize 2 kazanma bi¢imi daha verir. A'da 1 gelirse,
A mutlaka kaybeder. Boylece A'min B'ye karsi
kazanma olasihig1 20/36=5/9'dir ve 5/9>1/2
oldugundan A zar1 B'den iistiindiir.

Soru 3: Ayni sekilde A ile C'yi, sonra da B ile
C'yi karsilastirin.

Eger bu soruyu dogru yamtlamigsaniz, celiskili
bir durumla kargilagsacaksimz. A zari B zarindan
20 halde, B zan C zarindan 20 halde, ve C'de A
zarindan gene 20 halde {istiindiir. Bagka bir
deyisle, A zar B'den, B zar1 C'den C zan da

A'dan elveriglidir. Herhangi iki zan diisiiniirsek

biri digerinden listiindiir ve {istiin olanin
kazanma olasiligi 20/36 = 5/9 dur; ancak en
elverisli zar yoktur.

Simdi oyuna dénelim: 1. oyuncunun segtigi
zardan bagimsiz olarak, 2. oyuncu daima daha
elverisli zar se¢ebilir ve kendine 5/9 olasiligiyle
kazanma sans1 saglayabilir (Sekil 2). Yani, e8er
1. oyuncu A'y1 secerse 2. oyuncu C'yi, 1.
oyuncu B'yi secerse 2. oyuncu A'y1 seger.

Artik geciskenligin anlamin verebiliriz. Bilindigi
gibi, a., b, c lic gercel sayiysa, a>b veb>c
esitsizlikleri a > c esitsizligini gerektirir. Bu
ozellige geciskenlik iliskisi deriz. Yukarida
anlattifimiz oyunda gordiik ki, A zar1 B'den ve B
zar1 C'den elverislidir; ancak A zar1 C'den
elverisli degildir. Aksine C zar1 A'dan
elverislidir.

Tanmittigimiz oyunda elverislilik gecisken degil.
Bu tiir oyunlara gecigken olmayan oyunlar denir.
Her standart olmayan zarlar gecisken olmayan
bir oyun vermez. Omegin, A = {1, 2, 3,4, 5,
6},B={7,8,9, 10,11, 12} ve C= {13, 14,
15, 16, 17, 18} olsa, C zari en elveriglidir.
Gergekte, gegisken olmayan oyunlari olusturmak
pek kolay degildir. Bundan sonraki boliimii
okursaniz bunu siz de géreceksiniz.

3. Esas Teorem

Durumu genellestirelim. Bu béliimde 6 yiizlii
degil de, daha genel olarak n yiizlii (n=3) zarlan
ele alacagiz. Boyle zarlara n-zar diyelim.

Teorem: Yiizlerinde 1'den 3n'ye kadar sayilarin
tekrarlanmayarak ver aldigi A, B ve C gibi
n-zarlarimiz olsun. A'min yiizlerinde {a,..., a,},
B'nin yiizlerinde {c,.....c,} sayilar1 yazilmig
olsun.

A'min B'ye, B'nin C'ye ve C'nin A'ya es
olasiliklarla iistiin olmas icin yeterli ve gerekli
kosul

n

2 aFi bFi Ci=n(3;+l)

olmasidir.

Ispattan 6nce teoremi biraz irdeleyelim. 2.
boliimdeki oyunda zarlar A,B ve C iizerindeki

sayilarin toplami her zar icin 6(;9) =57 'ye

esittir. Bu teoremden yararlanarak, farkli zarlarla
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rniz. Bunun icin 1'den 18'e
Satar smsenian Ovie Gc Kiimeye ayiralim ki, her
il senvilerm toplami 57'ye esit olsun.
wumeerce A'nm B've, B'nin C'ye ve C'nin

S= & oz wemw wzzanma olasiliklan eggittir. Bu

Sim = P dersek reoremimiz p = 1/2 halini de
cxmwar Tz0i bu durumda A, B ve C zarlar esit
Serecede elveniglidir.
1

Sorm 4: Eger p< -5

c=cisienlik ozelligi olmayabilir mi? Ne icin?

ise, aldifimiz zarlarda

[« olarak, reoremin ispatinda kullanacagimiz bir
wzrdimct sonucu ele alalim.

Yardimer Sonug¢: 12a,<a,<...<a, > 3n tam

sayilarinda kurulan A = {a;....,a, } kiimesi i¢in

A=Y Y snQyo)=2% a-nGn+1)
o€ [1,3nhA :

olur. Burada [1,3] ile {1,2,3.4,...,3n} kiimesini

ve sgnile de

a0 ] -

-1 x<0

- fonksiyonunu gosteriyoruz.
A kiimesinde bir aj 68esi segelim ve

S;= sgn @;-0)
] ote[],%n]\A 1

toplamini hesaplayalim. S; sayisi [1,3nNA
kimesinde a;'den kiiciik olan 6gelerin sayisindan
2. den biiyiik olan [1/3n]NA kiimesi 6gelerinin
sayvisini ¢cikarmakla elde edilir. a;'den kiiglik
tamsayilar (a; - 1) tanedir. Ancak bunlaradan
i-1) tanesi, a,...a; | sayilar1 A kiimesindedir.
Bovlelikle [1,3nNA kiimesinde a-i'den kiigtlik
2-1) - (i-1) = a;-1 tane say1 vardir. Aym sekilde
_1.2n]\A kiimesinde a;'den biiyiik
>r—2a —n-1) = 2n—a, +i tane say1 vardir. Demek ki

S=a-1)-2n-a,+i)=2(a-i-n)

- RPrrad:
_T. burada

(A) sayisini soyle hesaplariz:

S4=3 5223 @;-i-n
” ; (ai—i-nFZiaiQii-Zr

S.=2

| 1

Teoremin ispatini gegelim. Once A'nin B'ye,
B'nin C'ye ve C'nin de A'ya karsi kazanma
olasiliklarinn esit oldufunu varsayalim. A zarn
C'ye kars1 kac halde kaybederse, B'ye karsi da o
kadar halde kazamr. Aym sekilde A zan C'ye
kars1 kag halde kazanirsa, B'ye kars1 da o kadar
halde kaybeder. BUC = [1.3n]\A oldugu i¢in,
buradan S(A)=0 elde edilir. Béylece yardimci
sonugctan

0  n(3n+1])

L e W
esitligi bulunur. Durumun simetrik olmasi, bize

a a 3n+1
Zbizzci:w

esitliklerini verir.

Tersine,
$a=fp $e200000

i=1 i—-1 i=1 .
oldugunu varsayalim. Yardimci sonugtan
S(A) = S(B) = S(C) = 0 elde ederiz. A zan B'ye
kars1 n>-halden m-inde kazansin, (n?-m) halde
ise kaybetsin. S(A) =0 oldugundan, A zarmin
C'ye karg1 m-halde kaybettigini ve (n?-m) halde
de kazandigini buluruz. Bagka bir deyisle A'nin
B'ye karsi ve C'nin de A'ya kars1 kazanma
olasiliklar1 p=m/n?dir. Ote yandan, C ile A'y1 ve -
C ile B'yi karsilastirirsak, sonucta A zarmin
B'ye, B zarinin C'ye ve C'nin de A'ya kars:
kazanma olasiliklarimin p=m/n? oldugunu
goriiriiz. Boylece teoremin ispat: bitmig olur.

Bu ispat1 okuyup anlayan okuyucuya asagidaki
ilging problemi sunariz.

Soru 5: Ikinci bsliimde p = 5/9 olan bir 6-zar
oyununu 6grendik. p>5/9 halinde gecisken
olmayan 6-zar irdeleyin.

Son ii¢ climle azari dilinde agagidaki gibidir.

Teoremin isbatini ohuyub basa diisén ohucuya
agagidaki maragli méséldni tdgdim edirik.

Miisiili 5. 2-ci binddi biz p = % olmagla
geyri-tranzitiv 6-zér yigimini dyrdndik. p > %

olmagla geyri-tranzitiv 6-zér yigimiki fikirldgin.



