MATEMATIKLE DINLENELIM

FiBONACCi SAYILARI HAKKINDA BirR KURAL
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202 yilinda Italyan matematikgisi Pisa'l

Leonardi (lakab1 Bonacci), "Abak
hakkinda kitap" isimli eserini yazdi. Bu eserde
tavsanlann ¢ogalmasina dair bir problem var. Bu
problemi agagidaki sekilde ifade edebiliriz: "Bir
cift eriskin tavsan her ay bir defa bir ¢ift yavru
verir, yeni dogmus tavsanlar ise 1 ayda
erginlesip 2. aydan itibaren yavru verirler. Eger
bir ¢ift yeni erginlesmis (1 aylik) tavsandan
baslarsak, n ay sonra kac cift er1§k1n tavsan
olacaktr?"

Her avda kag ¢ift erigkin tavsan oldugunu
hesaplarsak asagidaki diziyi buluruz :

1,12358,13.21....

Burada {iciinciiden itibaren her say1 kendinden
once iki sayimnin toplamina esittir. Bu diziye
Fibonacci dizisi, dizinin terimlerine ise Fibonacci
savilary acdh verilir :

55

Zn0=aps] +2p @

ge* bir dizide ilk birkag terim verilir ve diger
mler de kendilerinden 6nceki terimlerin belli
'omi\ onu olarak ifade edilirse, bu diziye bir
indirgemeli dizi denir. Fibonacci dizisi de bir
‘_-_c.:i_emeh dizidir, ve onun belirlenmesi i¢in
hem (1), hem de (2) kosullar1 6nemlidir. (jmegin
1) kosulu yerine uj = 2, up = 1 alirsak,
2.1.347.11,18,... dizisi elde edilir.

Fibonacci sayilaninin birgok 1lg1ng ozellikleri
vardir; Omegin :

aj+ay+..+a,=ag4p—1,

i T ax + ..+ ay-1 = a,

@ +ag+ .. +ay = a1,
4 aj—ay+ay—..+(-1)a =(- 1)“*1an_1 +1,
5.a12 +ap? +.. +an2—anan+1,

=ay=1 : (D)

6. an+m = an-13m + andm+1,
7. ag = %41 — 2%
Birinci esitligi ispat etmek i¢in

ay =agyp —ag+1, k=12,

ikincisini ispatlamak i¢in

a; =aj, ay = agy) — a1, k=33,..,

figlincii ve dordiinciiyii ispat etmek i¢in (1) ve (2)
besinciyi ispat etmek icin

a2 = ay.ag = ag (Ak41—ak+1) = B Ag+] — AkAk—]

esitliklerini uygulamak gerekir. Altinci egitlik m
ye gore tiimevarimla ispatlanir. Altinci egitlikte
m =n alinip, a; = ap4) — a1 oldugu goz
oniinde tutulursa yedinci esitlik bulunur.

Fibonacci sayilarinin bagka ilging 6zellikleri de
var. Bizim amacimiz ise baska : Fibonacci
sayilarin tekbaglaria nasil hesaplayabiliriz?
Burada dogrusal cebir bize yardimci olacak.

Daha genel problemi ele alalim. Indirgemeli bir
(ap) dizisi agagidaki gibi belirlenmis olsun: ap,
ap verilen sayilardir ve

an4+] = Oan+1 + Pan

n=12.. 3

~ burada o2+ B2#0; o,B verilen sayilardir.

Once (3) denklemini saglayan tiim olabilecek
dizilerin olusturdugu A kiimesini ele alalim.

- Eger (up) dizisi (3) denklemini sagliyorsa (cup)

dizisi de (3) denklemini saglar, burada c
herhangi bir sayidir. Bunu gérmek igin (3)
denkleminin her iki yanim da c ile carpmak
yeterlidir.

Eger (uy) ve (vy) dizileri (3) denklemini
saglarlarsa (uy + v) dizisi de aym denklemi
saglar. Bunu hemen gérmek i¢in (3)
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lineer bagimsiz olsunlar. (z,), A da olan

denkleminde once a;, = uy, sonra a, = v, yazip,
esitlikleri taraf tarafa toplamak gerekir.

“Boylece gordiik ki, eger (uy) € A, (vp) €A ise,
(ciup+covp) e A dir.

(up) € A, (vp) € A olsun. Eger
crup+cyvy=0 @
ciupg+cy vp=0 )

esitlikleri saglanacak sekilde, en az biri sifirdan
farkli cy,co sayilan varsa (uy) ve (vy)
dizileri lineer bagimhidir. Tersine, (4) ve (5) 1
saglayan en az biri sifirdan farkli ¢y, ¢
sayilar1 yoksa, bu durumda (u,) ve (vp)
dizileri lineer bagimsizdir denir.

Lemma 1: (uy) e A, (vp) € A ve
w=ujva—upvy olsun. (u,) ve (vy) dizilerinin
lineer bagimsiz olmalari icin gerek ve yeter kosul
w#(0 olmasidir.

Ispat : Gereklilik. Aksini kabul edelim: (uy)
ve (vp) lineer bagimsiz ancak w =0 olsun.
u; =up =0 olamaz, 6regin uy # 0 alirsak
(4-5) esitlikleri saglanir.

ciup +cvi=uvi—upvi=w=0
Cjuz +Ccava=upvy —upvo =0

Buise (uy) ve (vp) dizilerinin lineer bagimli
oldugunu gosterir. Boylelikle celiski elde ederiz,
ona gére w# 0 dir.

Yeterlilik: Aksini kabul edelim: w =0
oldugunu ancak (up) ve (vy) dizilerinin
lineer bagimli oldugunu kabul edelim. O halde en
az biri sifirdan farkli olan dyle ¢y, ¢y sayilar
vardir ki (4-5) esitlikleri saglanir ¢ # 0 olsun.
Bu takdirde (4-5) ten

vi=—Ciuj/cz, va=—ciuwp/cp
ve

W =1Ujvy — UpV]
=uy (—cqup /cp) —up (—c1uy /cp)
=0

buluruz. Yine celiskiye ulastik. Lemma ispat
olundu.

Lemma 2. (uy) € A, (vp) € A; (uy) ve (vp)

herhangi bir dizi olsun. Bu durumda &yle tek bir
c1, ¢ cifti vardir ki

Zn=CiuUp+cou, n=12..

ayrilist dogrudur.

Ispat:
ciup+cvi=23 (©)
Cluz+C2v2=12 ™

denklemler sistemine bakalim. Lemma 1'den
w=uj;v2—upvy#0 oldugunda (6-7)
denklemlerini ¢bzerek y

c1=(z1va—zpv)Iw, c2=(ujzp—uz))/w

buluruz. (6) esitligini B ile, (7) yide o il
carparak taraf tarafa toplarsak — :

Zz3=Cjiusz+Cy vy

elde ederiz.

Tiimevarim yontemi ile benzer sekilde
Zn=C1 Uy +Cy Vp

oldugu gosterilir.

Simdi (3) denkleminin iki lineer bagimsiz
¢oziimiinii bulmak igin (3) denkleminde a, AM
degerini yerine koyalim.

Ant+2 — gntl 4 B)Ln ;
her iki tarafi
AM—oh-B=0 ®)

elde ederiz. (8) denklemi, (3) denkleminin
karakteristik denklemi diye adlandirlir. -
Asagidaki halleri ayri ayr gézden gecirelim :

1-D=o2+ 4B > 0. Bu halde (8) denkleminin
iki farkl: kokii var :

AM=(©@+D2) /2, Ay=(a-D2)/2

Bu halde biz (3) denkleminin lineer bagimsiz
(up) =AY ve (vy)=(A)) coziimlerini elde
ettik.

(3) denkleminin istenen (z,) ¢bziimii icin

3]
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Zn = CIA™ + colp?
suralim bulduk.
2-D=02=4Bf=0 yada B=-0c2/4.
Bu halde (8) denklemin kokleri cakigiktir.
AM=lh=0/2

v halde (u) =(A) ve (vp)=(@A]), (3)
de n}demmm lineer bagimsiz iki ¢coziimiidiir. (uy,)
dizisinin (3) denklemini sagladigin biliyorduk.
z- = vy yazip (3) denkleminin dogru olup
»imadigim yoklayalim.

=0 ()", Vaer = (4 1) (G

V2 = (0 +2) (—“- 2

Vps2— uvn+1+ n—( 5 M [n+2-2(n+1)+n]=0

Yani. (vp), (3) denkleminin ¢oziimiidiir. (u,) ve
v~ lineer bagimsizdir, ¢iinkii:

271..1 .2%12—7\.12.11 =7\.13¢0

- D=02+4B<0 yada B<-o02/4
2.duzunda (8) denkleminin reel kokii yoktur. Bu
nzlde aktarilan kural elde etmek icin karmasik
szvilardan yararlanmak gerekir.

V=Uupv2 —ugvy

Smdi n-inci Fibonacci sayisim belirlemek icin
“=saplama yapalim. (2) denkleminde a, = AR

=7ID

A2-A-1=0

wzrzkteristik denklemini buluruz. Denklemin
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“vlelikle, biz (2) denkleminin (up = (A" ve
— =(Ap") lineer bagimsiz iki ¢oziimiinii
_-';.1L (an) Fibonacci dizisinde a;=ay=1

“=cklem sistemini ¢oziip c1 ve ¢ sayllanm
bafuruz:

ciA+caAp=1

efty (1+«-’5’]“_(1—f‘5)"
LG 2 2
veya kisaca yazarsak

?Ln kn
2
an: s llz

1+45 A _1=45

2 2

kuralini bulduk. Bu kural ona ilk bulan
matematik¢inin adi ile Bine (?) kurali diye
adlandinlir. [lging alan sudur ki, A; sayis1 "altin
oran"1 ifade eder. (3) denklemini ¢dzmek icin
yararlandigimiz yontem sabit katsayili adi lineer
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde de
kullanilir.

Binet formiiliinii uygulayarak Fibonacci
sayilarmin asagidaki 6zellikleri ispat edilebilir.

1. lim

n—e N

2. a3+ap+ag+..+ay;=(az—-1)/2,

3. a3 +aad+ ... +a3=
(a3ns2 + (-1)"*1 . 6ap_1 — 1)/ 10.

(6ncelikle a3 = (a3 + (1K1 . 3a) /5
oldugu gosterilmelidir.

4. a, sayis1 A"/ V5 sayisina en yakin
tamsayidir.

5. 5p(x) = a;x + apx% + ... a,X" olsun.

O halde :

{ n+2 n+l
oy Xy X

llx;t I, ?szil, ise.
3

1-x-x
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