BASiT SONLU GRUPLARIN SINIFLANDIRILMASI

MAHMUT KUZUCUOGLU

u yazimizda sonlu gruplar teorisinde

ispatlanan cok 6énemli bir teoremi hig bir
=imiZe girmeden tamtmaya calisacagiz. Bu
s=oremi tamtmak i¢in sizlere bazi tanimlar
w=rzcegiz. Her lise 6grencisinin bildigi grup
—=mint kisaca tekrar edelim: Bog olmayan bir G
wumesi ve bu kiime iizerinde bir ikili iglem "."
verilmis olsun. Yani, GxG — G bir fonksiyon
verilsin ve her a, b € G i¢in .(a, b) = a.b olarak
zosterilsin. Bu fonksiyon G kiimesi iizerinde
=sazdaki ozellikleri saghyorsa G ye grup denir.

[ Herx,y,z €G i¢in x.(y.z)=(x.y).z dir:

2yHerx € Gicin e.x = x.¢ = x olacak sekilde
bire € G vardur.

> Herx € Gigin x.y = y.X = e olacak sekilde
oir v € G vardir. y = x"'ile gosterilir.

EZer bir G grubunda her x,y € G igin x.y =y.x
-z=11ig1 saglaniyorsa bu gruba degismeli grup

denir,

Zp=1{0,T,...,p—1} kiimesi toplamaya gore bir
d=zismeli gruptur, burada T; dogal sayilarda
modulo p'ye gore 1'in denklik sinifidir,

Eu vazimizda grup denilince G kiimesinde sonlu
=zne eleman oldugunu kabul edecegiz.

& grubunun bos olmayan H alt kiimesi, her

= ve Hicinx.y-! € H 6zelligi saglarsa. H bir
zizzruptur denir. N altgrubu her g € G ve her

n = Nicin, g-Inge N ozelligini saglarsa N've
normal alt grup denir. Bir grubun normal
zzzruplan gruplarin yapilarin anlamamiza

yardimci olduklari icin normal alt gruplarin 6zel
bir 6nemi vardir. N gfubu, G nin normal
altgrubu ise G/N = {xNlx € G} kiimesi tekrar
bir grup yapisina haizdir. G/N grubu "genellikle"
G'nin sahip oldugu "grup teorik" dzelliklerin bir
kismini korur.

Bir tanim daha verip, sonra maleméttikgilerin
uzun yillar iizerinde calistiklar ve sonunda mutlu
sona ulagilan bir problemi tanitahm. Bir G
grubunun birim elemandan olugan ve
kendisinden baska normal altgrubu yoksa G
grubuna basit grup denir. Bu tamm Evariste

-Galois (1811-1832) tarfindan verilmistir. Basit

gruplara 6rnek vermek gerekirse, mertebesi .
(gruptaki eleman sayis1) P olan (P asal) her grup
basit bir gruptur ve biraz daha dikkatle bakilinca
herkesin gorecegi gibi degismeli ve basit olan
gruplar vukardaki drnekteki gruplarla egyapilidir
(izomorftur).

Basit gruplarin, gruplar teorisindeki 6nemi, asal
savilarn sayilar teorisindeki 6nemine benzer.
Bunu anlamak i¢in G grubunun maksimal '
normal altgrubu Gy i alalim, G/G1 grubu basit
bir gruptur, simdi G| in maksimal normal
altgrubu G yi alalim. G1/G» yine basit bir grup
olur, Bu isleme birim elemandan ibaret olan
altgruba ulagincaya kadar devam edelim.

G=Gp2G;2Gp2..>Cy =1

bulunur ve her i i¢in Gi/Gj4 basit bir gruptur.
Bir grubun yukaridaki gibi serisi hakkinda
Jordan-Hoélder teoremi ([5] sayfa 43) sunu
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soyler: Eger G grubunun
G2M12_M2...2Mk=1

~ gibi bir bagka serisi olsa ve her j i¢in M;jM;j+1
basit olsa o zaman k=n'dir ve her i i¢in dyle bir j
vardir ki Gi/Gi+1 ve Mj/M;1 gruplar birbirine
izomorftur. Bu agiklama ile samrim basit gruplar:
asal sayilara benzetme isi biraz daha anlagilir
oldu. : '

Biz yazimizin bundan sonraki kisminda basit
grup denilince degismeli olmayan basit gruplar
anlayacagiz. Bu kisimdaki basit gruplar y.apﬂan
bakimindan hi¢ de isimleri gibi basit degil, tam
tersine oldukc¢a karmagik yapilara sahiptirler.

~ Galois, 5 sembol iizerindeki alterne permiitasyon
grubunun basit oldugunu ispatlamigtir. Sonra
Camillo Jordan (1838-1922) 1870 yilinda
yayimnladig: bir kitapta 5 ayn simiftan olusan ve
herbirinde sonsuz tane basit grup olan, 5 basit
grup sinifim yaymlamigtir.

Bunlardan birincisi alterne permutasyon gruplari
Alt (n), n=5 dir. Jordan diger dort sinifi,
‘matrisleri kullanarak smmiflandirmustir.

Bunlardan bir tanesi mxm'lik (m=>2),
determinant: 1 olan matrisler grubu (SL (m,p™)
(bu matrislerin elemanlan p” elemanl bir
cisimden ahnmaktadir) bu gruptan elde edilen
boliim grubu PSL (m, p") = SL(m, p")/Z SL
(m, p) gruplandir. (yukanda Z(SL (m, p"))
grubu, SL (m, p") grubunun merkezidir). Jordan
bu gruplarin (m, p) nin ’(2, 2) ve (2, 3) den farkh
oldugu durumlarda basit olduklarim

gOstermistir.

Diger simflarda determinant: 1 olan ve dejenere
olmayan belli bir quadratik formu koruyan
matrislerin béliim grubu olarak tanmimlanabilir.

Burada sadece problemi ve sonucu tanitmaya
cabistifimiz i¢in birazda magazin kismina

[HoMuMpz

deginelim.

Bu problemin ¢oziimiinde diinyada yaklasik 30
yil boyunca cok aktif olarak yiizlerce matematik¢i
caligmig ve 5000 ile 10.000 sayfa tutan 300-500
makale yayinlanmigtir.

Problem Subat 1981'de [3] de belirtildigi gibi
tamamen ¢oziilmiig ve basit gruplarin
siniflandirilmasi bitmigtir. Yukarda bahsetti§imiz
gibi bu problem i¢in yaklagik 10.000 sayfa
makale yaymlanmis ve bu makalelerin ¢ogu bir
oncekini kullanmuistir. Bu bakimdan baz:
matematikciler bu ¢oziime stiphe ile bakmakta ve
yapilan ispatlari kisaltmak ve dogruluklarim
kontrol etmek iizere kollari sivamiglardir.
Bunlara 6rnek olarak H. Bender'i verebiliriz.

1962 yilinda Walter Feit ve John Thompson
tarafindan ya'ynﬂanan bir makale [2] ile bu
problemin ¢6ziimii biyiik bir hiz kazanmugtir. Bu
makale 255 sayfa olup Pasific Journal of
Mathematics'in bir sayisim kaplamustir.
Ispatlanan teoremin ifadesi bir satirdir:

Mertebesi tek say: olan her grup ¢oziilebilir bir
gruptur.

]

Basit gruplarin stmflandirilmasi problemi
tizerinde ilk caligmalar mertebesi 1-660 arasinda
olan basit gruplarin siniflandir1’ nas ile baglams,
her grup teker teker incelenmis daha sonra bu
siirlar 1092' ye kadar genigletilmistir. Bu
aradaki gruplarin incelenmesi bazi.
matematikg¢ilerin doktora tezleri olmustur. Bu
incelemeler sirasinda Sylow Teoremleri [2] sabit
bir n i¢in, mertebesi n olan bir grubun basit
olamayacagim gostermek icin oldukea etkili bir
sekilde kullanilmastir. Bu sinirlar daha sonralari
bilgisayarlarda kullanilarak cok daha biiyiik
sayilara ¢ikarlmistir.

1861 yilinda Mathieu 5 tane gecisken
permiitasyon grubu kesfetti. Bu gruplar, basit
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KONUMUZ

———oar teorisinde, pemutasyon gruplarinda ve de
«ocizma teorisinde ¢ok 6nemli olmuglardir. 1895
“mmda Cole, mertebesi 7920 olan Mathieu

= ounun basit oldugunu; 1900 yilinda G.A.

W ler diger dOrt Mathieu grubunun da basit grup
sucozunu gosterdi, ve bu gruplarin sonsuz
= =mznl smmflarn higbirisine dahil olmadig: da
spar edildi.

=z« gruplardan hicbir sonsuz sinifa dahil

van gruplara sporadik basit gruplar denir.
Zonlardan 26 tane vardir. Sporadik gruplarin
szvismin sadece neden 26 olmasi ve hatta
sz =imin sadece sonlu sayida olmasi bile kendi
~zsmaz ilging buluslardir. Bu gruplarin kesfi
=r=sinda bazen mertebesi iki olan elemanlarin
—eriezleyenleri oldukga dnemli rol oynamig
=== bazi gruplarm var olduklart buradan
~=r=ketle ve bilgisayar kullanarak ispatlanmusgtir.
Bu gruplann icersinde mertebesi 808 017424
752512875886 459 904 961710757 005 754
255 000 000 000 (yaklasik 1054) olan ve bu
-+ ik mertebesinden dolay: ejderha (monster)
2z denen bir grup vardir. Bunlarn yapilar
~=wiandaki bilgiler bilgisayar kullanilarak elde
=cilebilmektedir.

“hevalley sonlu cisimler tizerinde Lie cebiri

Sulundugu yeni siniflar kegfetmistir. Daha sonra
nevalley'in metodu 1958-1959 yillarinda
=obert Steinberg, Jacques Tits ve D. Hertzig
=rzfindan genigletilmig ve Chevalley'in
oulduklannin da diginda yeni sonsuz elemanl:
<imaflar kesfedilmigtir. Bunlardan sonra da

Suzuki ve Ree gruplarn bulunmusgtur. Yukardaki
gruplarm ve Jordan tarafindan matrisler
yontemiyle verilen dort smnifin hepsine birden Lie
tipi gruplar denir.

Simdi basit gruplann siniflandirilmas: teoremini
verilim.

Sonlu basit gruplarn smfland.mlmam

Verilen her sonlu basit grup @agldahierden
birine 1z0m0rftur .

. 1) Mertcbem asal olan gruplar

2) Alterne permutasyon gmplan Alt (n), n=5

3) Lie tlpl gmplar . -

4) 26 tane sporadic grup.

Basit gruplar ve siniflandirilmasi hakkinda daha
fazla bilgi igin [3], [4] ve [1]'e bakilabilir. Basit

gruplar iizerinde American Math. Monthly 1973
(sayfa 1028) de yayinlanan bir sark: bile vardir.
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