ErRDOS - MORDELL EsiTsizLiGI

HUseYIN DEMIR

Macar matematikgisi Paul Erdos (1913) ve iinlii
esitsizligi ile tanismam, Columbia Universitesi
Boliimii'niin son simfinda bulundugum 1944 yi-
lina rastlar. Kendisiyle bir matematik toplantisin-
da tamigtirnldim. Tahtaya gecip bir Ucgen cizerek
icinde bir nokta ald1 ve tam ifadesi agagida veri-
len esitsizligini benden ispatlamamu istedi. Prob-
lemi ilging buldugum igin ispatlamaya calistimsa
da bagarili olamadim. Calismam yan bir iiriin
verdi. Onu 1944’te bir dergide yayinladim. Son-
ralar in yapmug olan bu esitsizligin bir ispatim
vermis olmay: ne kadar isterdim.

TEOREM (ERDOS) . ABC bir iiggen ve P bu-
icinde ya da tizerinde bir nokta olsun. P nin
olan R,, R,, R, uzakiiklari ve ke-

, I, 15 uzakhiklan -

+ R, 2 2(r +1,+ 1)

glar ¢ esitlik ancak ticgen eskenar

v'é'_ > > oldugunda gecerlidir.

Bu teorem ilk kez bir tahmin olarak 1935 yilinda
American Mathematical Monthly dergisinde ya-
ymlanmisg ve ilk ispat1 1937 yilinda Mordell tara-
findan verilmistir. Bu nedenle bugiin esitsizlik
Erdos-Mordell Esitsizligi olarak taninmaktadir.
Bu esitsizligin ti¢ ispatini asagida bulacaksiniz.
Kanimca bunlardan en giizeli Kazarinoff tarafin-
dan verilen IIL ispattir.

ISPAT I (Leon Bankoff, 1958). A%C dcgeni igin-
de alinan P noktasimin BC, CA ve AB kenarlan
lizerindeki izdisiimleri sirastyla D, E ve F nokta-
lar1 olsun, A

F, D Ey

Sekildeki gibi,

|PD|=r1,, |PE| =r,, |PF|=r,,
|[EF| =2/, |[FD|="b’, |DE|=¢’
[PA|=R,, |PB|=R,, |PC|=R,
diyelim.

E ve F noktalarmin BC iizerindeki dik izdiigiim-
lerine sirasiyla E, ve F, deyip yazis kolayhg icin
|F,D| =s,, |E,D|=s, koyalim. FBDP dortgeni
kirigler dortgeni oldugu icin

rn(F/];P) - m(F?P) = m(DfF%I)

elde edilir ve DFF, ~ PBF oldugu goriilir. Bu-
radan

bl’
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ve benzer bigimde
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cikar. Demekki [FE| = |F,E,| olusunu ve diger
izdislimleri de dusiinursek
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elde edilir. Bunlan sirasiyla R, R,, R, ile ¢arpip
toplayarak yeni bir diizenleme ile
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nuluruz. Oysa parantez iglerinden herbirix + 3

biciminde olup
ol . R (x—1)
rx - & %
esitsizligi nedeniyle
1
x+3=22 3)

dir. Bunun (2) de kullanilmasi ile istenen

R+R,+R; = (1, +1,+13) 4)

esitsizligi elde edilir.

Simdi esitligin hangi durumda olacagini inceleye-
lim. Ucgen eskenar ve P merkez nokta ise esitli-

Zin olacag acik. Karsit olarak, (4)’te esitlik ancak
(1).(2) ve (3)’te esitlik varsa miimkiindiir. Bu ise

EF//BC,FD//AC,DE//AB (5)
R¢' _Rsa'_R)bY
Rb" R Rza ™ ©)

olmasi demektir. (5)’ten, 0rnegin ABCB paralel-
kenarmi kullamirsak |[BA| = a’ = |DC| elde ederiz
vani D ve benzer gekilde E ile F kenar-

larin orta noktalaridir. Yani P, A@: nin gevrel
cember merkezidir. R, =R, =R; oldugunda

(6)dana’=b'=c' ve dolayisiylaa=b =celde
edilir, yani tiggen egkenardir.

ISPATIL. (L. J. Mordell, 1937) P nin ABC ye g6-
re ayak iicgeni DEF ve bunun kenar uzunluklan
a’, b’, ¢’ olsun (Ispat I'deki sekil).

AEPF kirigler dortgeni ve siniis teoreminden

’

a
Ri=snA ()

bulunur. PEF ye uygulanan kosiniis teoreminden
ise

=r1i+r;+ 2r,r;cos A

=ri+r1}—2rr;cos (B+C)

=1} +r? — 21,13 (cos B cos C — sin B sin C)

= (r, sin C + r3 sin B)? + (r, cos C — r; cos B)?
= a2 2 (r, sin C +r; sin B)

= (1, 8in C + 1, sin B) (8)

ABC nin kenar uzunluklari a, b, cise (1) den

R ZsinC sin B
1= snA2TsinA
b
>R, 2 i +0r, ©)

elde olunur. Esitlik hali ancak
r,cos C—rycosB=0
iken var olup AP | BC olacag gosterilebilir.
(3) esitsizligi benzer olarak R, ve R, icin yazilirsa

C

=2

a
R3 = ET1+_C"I'2

elde olunur. Bu lic esitsizlik taraf tarafa toplanir-
sa

b ¢ G ..a
a b
g tzlh (10)

bulunur. Esitlik, ancak, AP | BC,BP | CA,

CP | AB iken yani P ortosantr oldugunda vardur.

Simdi,x,y > 0 igin
- +

4 e

(2

esitligini kullanalim. Bu, (x —y)® = O adenk
olupdogrudur ve esitlik ancak x =y iken vardir.
O halde (4) ten

R, +R,+R; = 2(r; +1,+13)

elde edilir ve esitlik ancak P noktasinin ortosantr
ve ABC nin eskenar olmasi halinde gegerlidir.

ISPAT IIL. (D. K. Kazarinoff, 1957) P nin A k6-
sesine ait i¢ aciortayina gore simetrigi P’ olsun.

P’ACC’ ve P’ AB B’ paralelkenarlarim
: A

c
| \/ E \\
B8 £ g
cizelim ve AP’ dogrusu BC ve B'C’ yii E ve E' de
kessin. Paralelkenarlarin alanlari ile ilgili olarak
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[P’ACC’| + |P' ABB'|=|ECC'E’| + |BB’E’E|
= |BC C’'B’| = |[BC| |CC’| = aR, elde olunur ve
br; +cr, < aR,

¢c - Db

cikar. Esitlik ancak CC’ | BC iken yani
AP | BC oldugunda gegerlidir.

Bir ABC liggeninde H ortosantr ve O gevrel
merkez ise ¥ HAC = ¥ OAB oldugu bilindi-
ginden, AP dogrusu O dan gegmis olur.

R, igin elde edilen esitlik R, ve R; i¢in yazilip li¢
esitsizlik taraf tarafa toplandiginda

b
R,+R,+Rs 2 (§+2)1,

Al b a
+(E+5)r3+(5+5)r3

bulunur ki (*) dan
Ri+R,+R; = 2(r; +1,+135)

elde olunur. Esitlik ise ancak ABC egkenar ve P
cevrel merkezi oldugunda gegerli olur.

ERDOS’INKINE BENZER ESITSIZLIKLER

Matematikcilerde benzetme ya da genelleme ile
bir teoremden bagka teoremler elde etme egilimi
vardir. Durum, konumuz olan esitsizlik i¢in de
gecerlidir. Soz gelimi,

R1+R2+R3?2(r|+r2+r3) (1}

yazilisindaki toplamlarin simetrik fonksiyonlar
olusumu gozoniine alan A. Oppenheim R, R,,
R, ver,, 1,, 15 lin simetrik fonksiyonlanyla cesitli
esitsizlikler kurmustur. Bunlarin ticlini verelim:

R2R3 + R3Rl + R1R2 = 4(r2r3 + r3rl + rlrz) (2)
R,R;R; = 8111y (3)
1 1 1 | i | 1 1
—t—t— 2 (—t—+—
SEbe =) @

Bunlarin ispatim1 6grenmek isteyenler Kaynak ki-
tabina bagvurabilirler.

Ote yandan Macar matematikgisi Fejes Toth (1)
esitsizligini n-genlere genelleyerek (5) i elde et-
migtir.

R+R,+ ... +R, = (sec ™) (1 +n,+ .. +1,) (5)
Bunun n = 3 i¢in 6zel hali (1) dir.

(1) in uzayda bir genellemesi neden olmasin?
Dartyiizliiler igin su tahmini yapamaz miy1z?

R,+R,+R,+R, = 3(r, +r,+1;+71,) (6)

Bu tahmin yanhs da c¢ikabilir.

ALISTIRMALAR

Bir ABC liggeninde P noktasi yerine
a) O ¢evrel merkezi

b) Ii¢ merkezi

¢) H ortosantr

d) Cagirhk merkezi

aldigimzda (1) esitsizligi hangi esitlikleri verir?

ERDOS’UN BASKA BAZI Egirsiziixier]
1. Cevrel yaricapi R ve dig yarigaplatir,, 1y, t,

olan bir ABC ticgeninde

3R < max (r,, fy, 1) (1949)

2. Genis acih olmayan, ¢evrel ve i¢ yarigaplar R,
r, yukseklikleri h,, hy, h, olan bir ABC ii¢ggeninde

R+r < max (h,, hy, h,)

3. Bir ABC ui¢geninde igteki bir P noktasin ko-
selere birlestiren dogrular karsit kenarlar1 D, E,
F de keserse

|PD| + |PE| + [PF| < max (a,b,c)  (1935)

4, P, diizgiin bir A| A, ... A, n-geninin bir i¢
noktasi ise

n—

R EAp Asn (1943)




BER LYGULAMA

COZUM: Her iig aginin da 30° den biiyiik oldu-

<= de Erdos-Mordell esitsizligini 1991 Ulus- gunu varsayalim. Bu durumda tigtinin top].:.1nj|'1
-~=r=<1 Matematik Olimpiyat: (IMO 1991) soru-  180° den kiigiik ikisinin toplami1 60° den biiyiik

:~=2an birine uygulayarak ne dlgiide kullanigh

olacag i¢in agilardan herbiri 120° den kuguk

SR ST, olacaktir. Béylece 30° ile 120° arasinda kalan bu
acilar i¢in
- . . > 1 : g > l
SORU: Bir ABC iiggeni ile bu iiggenin i¢inde W e

=erhangi bir P noktasi verilmis olsun.

P T e P
PAB . PBC, PCA agilarindan en az birinin B2
30 den kiigiik ya da esit oldugunu gosteriniz. elde edilir. Demek ki

R, < 2r;,R, < 2r,R; < 2r,
ve dolayisiyla da
R, +R,+R; < 2(r; +r,+1,)

elde edilir. Bu ise Erdtié-Mordell esitsizligi ile ge-
lisir. Oyleyse agilardan en az biri 30° den kiigtik

va da esit olmalidir.
Kaynak
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ERDOS SAYISI NEDIR?

aul Erdos baskalariyla birlikte ¢alismayi ¢ok seven bir
matematikgi. Ayda 15 yer dolasan Erdos’iin ortak makale
yazdig1 matematikgilerin sayis1 200 iin ¢ok iistiinde. Egale edilmesi bile
diisiiniilemiyecek bir rekor. Erdos’e su ya da bu ol¢lide yakin bircok
matematik¢inin bulunusu bu yakinhgin ol¢iistinii belirten "Erdos
sayist”n1 ¢ikarmig ortaya. Bunu su v fonksiyonu ile tamimlayahm:

M bir matematikg¢i olduguna gore,
M Erdos ise v(M)=o
M Erdaosle ortak makale yazmigsa v(M) =1

M Erddosle ortak makale yazmamis ama Erdosle ortak makale yazan
biriyle ortak makale yazmigsa v(M) =2, v. b...

Eger v(M) = m ise “Matematik¢i M nin Erdos sayis1 m dir” diyoruz,

Soz gelimi Einstein’in Erdos sayisi 2, ¢linkii Einstein Erdosle ortak
makale yazmamig ama Straus’la yazmug, Straus da Erdosle yazmus.
WGauss) 1n tamimh olup olmadig1 heniiz belirlenememis. Simdiye dek
belirlenebilen en buyiik Erdos sayist 12. Peki siz Erdos saymizi biliyor
musunuz?
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