oLiMmPIiYAT

GEOMETRIK ESITSIZLIKLER

EMRE ALKAN

: u:yzﬂci'%mpqrat taknmmmn
eiema:ﬂarmdan Emre Alkan bir dizi
nini derleyip kendi ¢oziimleriyle
beraber Matemtik Diinyast'na yollad1.
glizelligi bir yana gecen sayida
tsizliklerin kullamilmas: da ilging.
Asa@da bu pfﬁh!emleden bir demet
bulacaksiniz. Kisa bir agtklama: Bir ABC
nde h,, h, h, yiikseklikleri, r igtegiet
in yarigapini, .

U (a b Lo vancovieyive S alan sbsterivor.
=73 (a+b+c)yangevreyi gosteriyor.

1. Bir licgenin yiiksekliklerinden en az biri
icteget cemberin yarigapinin ii¢ katindan biiyuk
veya esittir. Gosteriniz.

= B 1 1 1 1
L T sy Ry
¢Oz0M: Once b T
oldugunu gosterelim. Uggenin alam icin
1 1 1
S=3ah,=3bh,=3ch. =ur
bagintilarindan:
1 1 1 h. e 2u 1
h, +hb+hc +25+ “2ur 1

Ug porzitif sayimin toplam 1/r ye esitse, en az biri
1/3r den kiigiik esit olmak zorundadir, yani h,,
hy, h, den en az biri = 3r olmalidir.

2. Bir liggenin igteget cemberinin kenarlara
degdigi noktalardan herbirinin karsisindaki kose
ile birlestirildiginde olusan dogru pargalariin
uzunluklan s, s, s, olsun.

188 <R(s, + s, +5) (5 + 55 +52)

oldugunu gosteriniz.

COZUM: -, s, ve s, yi kullanmak zor
olacagindan daha kolay ugrasilabilecek
uzunluklar bulmahyiz. h, < s, h, <s,,
h, < s, oldugunu g6zoniine ahrsak,

(ha'i‘hb'i‘hc)(hs-i‘hg +hf)$
Gsday(5 452kl

bulunur. Aritmetik-Geometrik Ortalama
esitsizligine gore,

33 /nh,h, < h, +h, +h,

33/m2h2h? <sh? +hZ +h?
Taraf tarafa ¢arparsak
9h,h.h, < (b, +h, +h) (h2 +h2 +h?).

Kaniti tamamlamak i¢in son olarak
2S8% = Rh,h,h, bagintisim1 gosterelim. Bunun igin

S= 1—2{: esitliginden yararlanacagz:

853 = abch,hyh, = 4RSh,h,h,

O halde
28?=Rh,hh..

Esitlik durumunun ancak eskenar liggende
oldugunu kolayca gorebiliyoruz.

3. Bir tiggenin i¢ bolgesinde alinan bir C
noktasindan kenarlara paraleller ciziliyor.
Olusan uggenlerin alaniari S, S,,5; olsun. biiyik
uggenin alan S olmak tizere,

(SSISZS_‘;)I 2 = S %‘ 'f' b u3 i S")L.A

oldugunu gosteriniz.

COZUM: Alan ve kenarlan sekildeki gibi
adlandiralim.
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Benzerlikten dolayistyla

S L
x+y " w+z 4

e 3
o buluruz.

Alznlan S5 ve §; olan tiggenlerin ylikseklikleri
zvmdir; o halde

S v’ benzer yolla S, =
bulunur. Yukardaki esitlikten,

S S; E =
——=-—,yani S;=/S;S, ¢ikar.

Diger liggenler i¢in de yaparsak
Si=/S,8;,8;=/5,S, ve
S$=S§,+85,+8;+ 28]+ 25;+ 28;

=(/S; + /S, +/S;)?
elde edilir. Bu durumda gostermek istedigimiz
esitsizlik;
(/Si+ /S, + /S5 /5. /S, JS_3 <8§,5,+35,5;+ 8555,
esitsizligine doniistir.
x,y,z > 0igin 2xy < x* + y? esitsizligini z
ile garpahm; 2xyz? < x%z2 + y*z? . Aymiglemy, z
ve z, y i¢in yapihip toplanirsa
(x +y + z)xyz = x%yz + xy’z + xyz?

< X + vl 4727,

x=/S,,y=/S,,z= /S, almirsa da istenen
esitsizlik gosterilmis olunur.
Bu problemde esitlik hali S, =S, =S, iken,
bunun sonucu olarak da O noktas! liggenin
agirlik merkeziyken vardir.

BAZI TEMEL ESITSIZLIKLER: Gegen
sayidaki sorulara yamtlar:

Albert Erkip

1. Cauchy-Schwarz esitsizligini kullamyoruz:

2 =2x+3yP=Q2.x+5 3 oy

S@+3P). (4 =%

O halde —% =d=< %olmahdlr. Esitsizligin

esitlik durumu x? + 4y? = 1 kosulu altinda

incelenirse (x,y)= £ (%, %) icin d nin

t3 degerlerini aldig1 goriiliir., yani maksimum
ve minimum d degerleri * %dir. Problemin
geometrik yorumu igin x? + 4y = 1 elipsi ile 2x
+ 3y = d dogrulariin konumunu inceleyiniz.

2. k-tane n-tane

——

- =t
ab"=a..a . b..b =

k-tane n-tane k+n
e I s
a+.a+ btutb

k+.n

ka 4+ nb
=k )7

Burada Aritmetik-Geometrik Ortalama
esitsizligini kullandik.

3. Cauchy-Schwarz esitsizligini iki kere
kullanacagiz:

(E abcd, )t = (Z (aby) (c:d) 2

i=1
n
S(Eaﬁﬂ (&)
i=1 i=1
n
<(21af)(2b*)(21c4)(21d?)
o i=1




4. Ucgiincii problemde a, b, c,, d, yerine
(abic)'4, a4, b}/, c* alalim.
5

n
( E (abc)"* ai/ b4 ) <

l:l n n n
(Zape)(X2) (X)) (2d)
i=1 =1 =1 =1

gerekli sadelestirmeleri yapinca sonug gikacak.

5. x+y+z=1 ve herbiri pozitif
oldugundan x, y, z den en az biri % den
kiigiik olacakur. Ifade x, y, z ye gore simetrik

oldugundan buna x diyebiliriz. yani x < 5

d=xy+yz+xz—2xyz=x(y +z) + (1 — 2x)yz.

Soldaki esitsizlik 0 < d bu durumda hemen
goriiliiyor. Sag taraf igin Aritmetik-

Geometrik Ortalama esitsizligiiley +z=1—x
oldugunu kullanirsak;

d=x(y+2z)+(1—2x)yz
< x(y+z)+(1—2:&)(“{—1:“2“)2

1—x
7 )

=x(1—x) + (1-2x) (
= % (1+x2—2x3).

Yine Aritmetik-Geometrik Ortalama esitsizligini
kullanalim;

N=2my x.(l-2x)=

Xx+x+1—2x 1
G T~

Birlestirirsek,
1 1 7
d=< py i 37 )= 27
bulunur. Burada esitlik ancak y =z ve
x=x=1- 2x,yanjx=y=z=-§durumunda

vardir.

6. Orta satira Cauchy-Schwarz esitsizligini
uygulayacagz:

5
at= (2 1'x,)?
n=1
5
= (2 (). (n%) "2 )
n=1

5 ]
= (2 mx,) (2 'x,)=a.at =2’

n=1 n=1

Demek ki esitlik durumundayiz, bu da
t.

WX VR 525, [255), (/3% /353),

(/4x,, /#3x,) ve (/5xs, /5°;) ciftlerinin orantil
olmasim gerektiriyor.

Bu durum igin ise x, lerden en az dordiiniin sifir
olmasi gerekiyor. Denklemlerde yerine koyarak
tiim (X, X,, ..., X5) ¢6ziimlerini bulabiliriz, bunlar:

(0,0,0,0,0),a=0;
(1,0,0,0,0),a=1;
0,1,0,0,0),a=2;
(0,0,1,0,0),a=3;
(0,0,0,1,0),a=4;
(0,0,0,0,1),a=>5.

Bilimde mutlu raslanti ona hazir
kafalar icin vardur.

L. Pasteur




