MATEMATIK VE BELIT SISTEMLERI
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erhangi bir matematik kitabim karigtirdigi-
mizda, genelde vurgulanmis olarak yazilan
ti¢ kelimeye sikcarastlariz; bunlar tanim, teoremve
r karuttir. Her tanimda aciklanan kavram, s6z konu-
I su kuramin daha once aciklanmig kavramlari ile
ya ﬂlrke@her teoremin kaniti, dogrulugu bilinen
6nre)rmelere dayanir. Bu durumdagl;gsbgilli ki her
kavram agiklannugsve her 6nerme kanitlanms ola-
maz!Her matematik kuramin tanimsiz kavramlar
ve kanitsiz olarak dogrulugu kabul edilen belitleri
(aksiyomlar: veya ilksavlari) olacaktir. En iyisi,
bundan sonraki aciklamalara da 151k tutmasi aci-
sindan, ise bir belit sistemi vererek baglayalim:

Tammsiz kavramlar (terimler): pat, ¢at.
Belit 1: Her ¢at, patlardan olusan bir kiimedir.
Belit 2: En az iki pat vardr.

Belit 3: p ve q pat iseler, p ve q yu iceren bir tek ¢at
vardir.

‘Belit 4: L bir ¢at ise, L nin 6gesi olmayan en az bir
pat vardur.

Bu verilerin tiimii B,ile gosterecegimiz bir belit sis-
temi olugturur. Ancak belitlere baktigimizda her,
kiime, icermek, iki, bir, var ise gibi bagka tanimsiz
terimlerin varhigini goriiyoruz. Bunlardan ikisi
“kume” ve “igerme] kiimeler kuraminin tanimsiz
terimleridir. Boyle olmakla birlikte, fazla ayrintiya
girmemek igin, belitlerdeki tiim tanimsiz terimle-
rin mantigin tanimsiz terimleri oldugunu soyleye-
lim.

Her belit sisteminden uymasi gereken isteklerimiz
olacak, 6rnegin ¢eliskisizlik gibi. Bunlarin tartisila-
bilmesi igin, tam agiklamasini sonraya birakacagi-
miz iki kavrama gereksinimiz var. B belit sistemi
verildiginde, bu sistemin ve mantigin belirsiz te-
rimleriyle belirli kurallarla (bunlara ilerde degini-
lecek) olusturulan 6nermelere B-onermeleri diye-
cegiz. Bir B-onermesi olan S eger mantiksal bi¢im-
de B-den ¢ikiyorsa(bunun ne oldugunu asag yuka-
nibiliyoruz.llerde tam olarak agiklanacak) S, Bden
¢tkar diyecegiz ve S, B sisteminin bir teoremi olur.
Ornegin “Her pat en az iki farkh ¢at tarafindan ige-
rilir” onermesi B, ten ¢ikar,@orelim.

TEOREM 1. Her pat en az iki farkh cat tarafin-
dan icerilir.

e
KANIT: pher hangi bir pat olsun. Belit 2 den dolay:
bir bagka g pati vardir. Belit 3 ten dolay1 pve gyu .
iceren bir tek L cati vardir. Belit 4 ten dolay1 L nin
icermedigi bir rpativardir. Yine Belit 3 ten dolay1 p
ve ryiigeren birtek L’cativardir. Lve L’ pyiicerir-
ler, ancak birbirinden farkhdirlar.

Eger bir belit sistemini, belirsiz terimlerine bizi il-
gilendiren bir alanda anlamlar vererek, belitlerini
soz konusu alanda dogru olmasim istedigimiz
onermelere doniistiirecek bicimde yorumlayami-
yorsak, boyle bir belit sistemiyle ugrasmanin hi¢bir
anlami kalmaz. Bbelitsisteminin her Yyorumu bu
sistemin bir M(Y) modelinibelirler. Bden mantik-
sal bicimde ¢ikan her 6nermesi her Yyorumu igin
M{Yjmodelinde bir teoreme donusur. Iste bu beli-
tik yontemin avantajidir. Degisik modellerde kar-
stmiza degisik Onermeler olarak ¢ikan teoremlerin
ortak yanini bulmak ve bir kanitla tiimiintin kaniti-
1 vermek; bu biiyik bir kazangtir.

Kuramsal acgiklamalara devam etmeden B, sis-
temine donelim ve bazi yorumlarina bakalim.

Y.: Dortfarkl a, b, ¢, dnesnesi patlar olustursun.
Catlar ise {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, ¢}, {b, d}, {c, d}
kiimeleri olsun. Buyorumda timB, ..., B, be-
litleri dogru onermelerdir.

Y Patlar Y, deki gibi; catlar Y, deki ¢atlar ve ¢
(bos kiime).

Y, Patlar diizlemdeki noktalar, catlar diizlem-
deki dogrular. ,

Y, Patlar,diizlemde verilen bir acik dairenin, 6r+
negin merkezi orijinde olan birim dairenin
cember disinda kalan noktalar, ¢atlar ise bu
dairenin kirisleri.

Y, Patlar ii¢ farkh a, b, ¢ nesnesi, ¢atlac
fa, bl a, ], {b, .

Y Patlar bir A sehrinin insanlar; ¢atlar bu in:
sanlar arasinda Belit 1 - Belit 4 dogru olacak
bicimde olusturulmus dernekler.

Yukanida kanitlanan teorem M(Y,) modelinde
“Diizlemde her noktadan en az iki dogru geger”,
M(Y ;) de “Acik dairenin her noktasindan en az iki
kiris gecer”, M(Y) de “A sehrinde herkes en az iki
dernggin iiyesidir” teoremlerine doniisiir. M(Y,),
—, M(Y) te bes degisik teorem gibi goriinmelerine
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c=run hepsi icin B, sistemindeki teorem ortak ta-
~=ndir ve salt onun kamtlanmasi yeterlidir.

B, sistemine

" E <it5: Lbircatsavep patiniicermiyorsa, p yi ige-
enveLile ortak Ogesi olmayan bir ve bir tek L' ¢cati

vardir.

~<hnniekleyerek elde ettigimiz sisteme B, diyelim.
B, sistemine

“Belit 5% L bir ¢atsa ve p patini icermiyorsa, p yi
icerenve Lile ortak ogesibulunmayan en az ikifark-
k cat vardir.”

eliti eklenerek elde edilen sistem B¥ diyelim. Ar-

nkY, * veY,, Bsve B¥ icin bir model olusturmaz-

lar. Ayrica agagidaki onermeler kolayca B; den ¢1-

YineY,, B in bir yorumudur, ancak B¥ in degil ve
tersine Y,, BS' in bir yorumudur ancak B in degil.
Iki cata, ortak Ogeleri yoksa birbirine kosut diye-
im. Lbir ¢at ve ppatini igeriyorsa, L, p den geciyor
divelim. Bu tamimlarla Belit 5 s6yle de soylenebilir:
L, ppatindan ge¢gmeyen bir ¢atsa, pden gecenve L
ve kosut olan birtek ¢at vardir. Kugkusuz bu aga-
mada By sistemiyle Oklidik Geometriye, Bf sis-
temiyle Okhdlk olmayan geometriye dogru yol al-
makta oldugumuzu farketmigsinizdir.

Bir B belit sisteminden celiskisiz olmasini isteyece-
&iz. Eger B den bir B Onermesi olan S ve onun
olumsuzu ~ S ¢ikarilabiliyorsa bu bir celigkidir ve
bovle bir durumda tlim B- 6nermeleri B den ¢ikar
ve bu sistem tlim anlamim yitirir. Eger higbir Sigin
Bdenhem Svehemde ~ S glkanlan:uyorsa Bye
celiskisiz diyecegiz (burada s6z konusu olan S ler
B-onermeleridir). Iyi ama, bir B belit sisteminin ce-

liskisiz oldugu nasil gosterilir ?Sansimiz varsa biraz
ugrastansonraSve ~ SyiB deneldeeder celiskiye
ulasinz. Onca ugrastan sonra bir geligkiye ulaga-
mamussak, bu B nin geliskisiz olmasi anlamina gelir
mi? Asla! Genelde elimizde bir B-belit sisteminin
dogru onermelerini veya yanhig 6nermelerini veren
vontemler yoktur; boyle yontemler varsa B ye be-
lirlenebilir diyelim. Gruplar kuramu, cisimler, sira-
lanmus cisimler, Orgiiler, siralanmig yapilar belirle-
nemez: bunakarsin degisimli gruplar ve tiimel sira-
lanmis kiimeler belirlenebilir yapilardir. Kuram
belirlenebilir bile olsa, tim teoremleri listelemek

genelde olanaksizdir. Bazan S ve ~ S dyle karma-
sik ve degisik bicimde karsimiza ¢ikabilir ki, bunlar
gﬁzﬁmﬁze bakarken biz celigkiyi farketmeyebili-
riz. Dolayisiyla mantikcilar ve matematikgiler bag-
ka bir yol izliyorlar. B nin bir Y yorumu varsa B ye
yorumlanabilir diyelim. M(Y) modelini sectigimiz
B’sistemi geligkisizse kuskusuz B de geligkisiz ola-
caktir, boylece goreli celiskisizlik kavramina ulagi-
lir ve geligkisizligine giivenimizin fazla oldugu
alanlarda modeller aranir. Hatta belirli varsayim-
lar altinda cogu mantik¢: ve matematikgiigin B nin
yorumlanabilir olmas: celiskisiz olmasiyla es an-
lamhdir.

Bir B belit sisteminin hicbir beliti, geriye kalan be-
litlerle olusturulan sistemden ¢ikmiyorsa, B ye ba-
gimsiz denir. B nin belitleri olmayan her B- 6ner-
mesi S, B nin belitlerine eklenerek elde edilen B’
belit sistemi bagimsiz degilse, B ye ram denir. Bas-
ka bir deyigle her B-6nermesiSicinyaSyada ~S,B
den cikiyorsa B tamdir. Ornegin B, belit sistemi
tam degildir, ¢linkii S olarak Teorem 3 deki 6ner-
meyi alirsak B, den ne S yine de ~ S yi cikarabili-
riz.

Bir belit sisteminin yukarida siralanan ozellikleri
icerisinde en Onemlisi ve vazgecilmez olan geligki-
sizliktir. Bagimsizhik bazan istenmeyebilir; 6zellik-
le 6nemli teoremlere ¢abuk ulasiimak istendigin-
de, veya cok karmagik bir belit daha kolay pargala-
ra aynilmak istendiginde bagimsizliktan vazgecile-
bilir. Ancak tiim istegimiz belli bir alanin tiim teo-
remlerini kamtlamaksa belit sisteminin tam olmasi
zorunludur.

Belit sistemleri nasil olusur? Once ilgilendigimiz
bir alan vardir. Bu alanda yeterince bilgi edindik-
ten sonra, onemli kavramlari ve bagintilar belirle-
yecek diizeye geliriz. Ornegin soz konusu olan Ok-
lid Geometrisi olsun. Sececegimiz 6nemli kavram-
lar belit sisteminin tamimsiz terimlerini ve sectigi-
miz temel onermeler belitleri vereceklerdir. An-
cak secilen tamimsiz terimler ¢ikis noktasindaki
ozel alandaki anlamlardan arindirilacaklardir. Or-
negin Hilbert bes tanimsiz terim: nokta, dogru,
diizlem, arasinda, eslesik kullanirken Pieri iki ta-.
mimsiz terim (nokta, hareket) ve Veblen iki tanim-
s1z kavram (nokta, sira) kullanmustir.

Higbir zaman, rastgele bir belit sistemiyle dam iis-
tiilnde saksagan tiirii ise baglanmaz. Ancak belli bir
alandan ¢ikarak bir belit sistemine ulastiktan son-
ra, ilgi alanin1 daha iyi kavramaya da yardimect ol-
dugu icin, elde edilen sistemden bazi belitleri gika-
rarak, degistirerek veya zayiflatarak yeni belit sis-
temlerine gecilir. Matematikte bu sik¢a izlenen bir
yoldur.
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